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Yo Y^wort. 



Das im Herbst 1884 von G. Peano herausgegebene Werk: 
Galcolo differenziale e principii di calcolo integrale bot nicht 
blois ein mustergültiges Beispiel praeiser Darstellung und 
strenger Schlufeweise dar, dessen günstiger Einflufs in fast 
^5^ allen seitdem erschienenen grö&eren Lehrbüchern der Diffe- 

rential- und Integralrechnung unverkennbar zu Tage tritt, es 
gab namentlich auch durch die Hervorhebung alt eingewurzelter 
Irrtümer in den vorangestellten Noten der Wissenschaft selbst 
den Anstofs zu neuer fruchtbarer Entwickelung. Allerdings 
waren, wie in der Besprechung des Werkes im Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik 1884, p. 223 auffällig stark 
betont wird, viele der gerügten Fehler auch damals schon nicht 
unbekannt, wie denn in Deutschland im besonderen bereits 
Harnack's Elemente der Differential- und Integralrechnung 
und die Einleitung in die Differential- und Integralrechnung 
von Pasch eine strengere Richtung eingeschlagen hatten. Wo 
aber die betreffenden Bemerkungen schon an anderen Orten 
gemacht waren, geben die Noten auch immer die Original- 
queUen gewissenhaft an, und man findet auch Anmerkungen 
ohne jeden solchen Litteratumachweis. Vor allen die Note zu 
den Nr. 133 — 136 brachte entschieden etwas vollständig Neues 
und dieser gewichtige Einwurf, den weder das Jahrbuch, noch 
auch das Beferat im Bulletin des sciences mathematiques, 
1885, p. 170 erwähnt, den aber Harnack sofort in den Be- 
richtigungen zum er§iten Bande seiner deutschen Bearbeitung 
von Serret's Cours de calcul differentiel et integral aufnahm, 
zeigte unwiderleglich, dafs die ganze frühere Theorie des ge- 
wöhnlichen Maximums und Minimums einer durchgreifenden 
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Umgestaltung bedurfte. Peano begnügte sich aber nicht 
damit^ an dem denkbar einfachsten Beispiele die Fehlerhaftig- 
keit der alten Theorie bloßzustellen, sondern gab auch von 
dem, was von ihr noch richtig bleibt, in der Nr. 135 den 
ersten strengen Beweis. Wenn nun gleich Ludwig Scheeffer 
unabhängig von Peano seinerseits die Mängel dieser Theorie 
durchschaut hatte, so benutzt doch auch er (Mathematische 
Annalen XXXV, p. 545) das Peano^sche Beispiel, um an ihm 
die Fehlschlüsse einer der gebräuchlichsten früheren Begrün- 
dungsarten klar zu machen. Im Grunde gehen daher all die 
schönen und zum grofsen Teil fundamentalen Arbeiten von 
Scheeffer, Stolz und V. von Dantscher, die neue strenge 
Theorien des Maximums und Minimums der Funktionen zweier 
Variabelen entwickeln und ihre Ausdehnung auf Funktionen 
von n Veränderlichen vorbereiten, schliefslich zunächst auf das 
Peano 'sehe Buch. 

Von einem Werke, das nicht nur von althergebrachten 
Fehlem und Ungenauigkeiten sich zum ersten Male vollständig 
frei machte, sondern überdies auch so einschneidend in ein 
wichtiges und noch dazu vorher für ganz elementar gehaltenes 
Gebiet eingriff, eine gute Übersetzung zu haben, war ein längst 
gefühltes Bedürfnis, und das Erscheinen einer autorisierten 
deutschen Ausgabe kann daher, auch ganz abgesehen von den 
wertvollen neuen Hinzufügungen des Verfassers, dem mathe- 
matischen Publikum nur hochwiUkommen sein. Es ist ja 
nicht ein Lehrbuch im gewöhnlichen Sinne, da es so zu sagen 
nur auserlesene Kapitel aus dem grofsen Gebiete der Differen- 
tial- und Integralrechnung behandelt, vpr allem kein Lehrbuch 
für den Anfänger, der für volle Strenge noch das richtige Ver- 
ständnis nicht haben kann. Aber bei der ausgezeichnet klaren 
Sprache des Buches wird jeder, der bereits mit den Elementen 
der Analysis vertraut ist, sich leicht in dasselbe hineinlesen 
und aus ihm nachhaltigen Nutzen und ungewöhnliche Be- 
friedigung gewinnen. 

Leipzig, Ende Januar 1899. 

A. Mayer. 



Vorwort der Übersetzer. 



Von verschiedenen Seiten wurde der Wunsch nach einer 
deutschen Übersetzung des Genocchi-Peano ausgesprochen: so 
von Herrn A. Mayer in Leipzig und Herrn J. Knoblauch in 
Berlin. Einer Aufforderung des Verlegers folgend unterzog 
sich der Erst- Unterzeichnete dieser Aufgabe. Von diesem stammt 
auch die Übersetzung des Textes; die der Anmerkungen und 
Anhänge übernahm der Zweit-Unterzeichnete. Von einer wesent- 
lichen Erweiterung der in den Anmerkungen gegebenen histo- 
rischen Notizen wurde Abstand genommen. Es sei in dieser 
Hinsicht auf die einschlägigen Abschnitte der von H. Burkhardt 
und F. Meyer herausgegebenen mathematischen Encyclopädie 
verwiesen. 

Die Herren G. Peano und A. Mayer haben die deutsche 
Ausgabe freundlichst unterstützt;^ Herr A. Mayer durch Hinzu- 
fügung des Vorwortes, Herr G. Peano durch Abfassung der 
fünf Anhänge und Teilnahme an den Korrekturen. 

Die Unterzeichneten sind nicht nur der Verlagsbuchhand- 
lung B. G. Teubner, sondern auch den Verlegern des italieni- 
schen Originales, den Herrn Pratelli Bocca, wegen ihres Ent- 
gegenkommens verpflichtet. 

Zum Schlufs sei den Herren Liebmann, Prigge und Müller 
für ihre Unterstützung bei den Korrekturen, Herrn Liebmann 
aufserdem noch für die Anfertigung des alphabetischen Sach- 
registers bestens gedankt. 

Göttingen und Wiesbaden, Ende Januar 1899. 

0. BaUmann. A. Sehepp. 
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Erstes Kapitel. 
Yen deh Fttiiktioiieit. 

§ 1. ZaMea und Gr5£iM&« 

1. Die OrMTsen Vrerden in der Analysis durch Zahlen ge- 
messen und dargestellt. Eine ganee Zahl entsteht durch Ver- 
einigung mehrerer Einheiten^ ein Bruch durch Vereinigung 
von Einheiten und aliquoten Teilen von Einheiten. Die ganzen 
Zahlen und die Brüche heifsen zusammengenommen die ^(dionalen 
Zahlen. 

2. Eine rationale Zahl a teilt alle rationalen Zahlen in 
zwei Klassen: in solche^ die kleiner sind als a und solche, die 
nicht kleiner sind als a (oder auch in solche, die nicht gröfser 
sind als a und die gröfser sind als a). Jede Zahl der ersten 
Klasse ist kleiner als jede Zahl der zweiten Klasse. Um- 
gekehrt, sind alle rationalen Zahlen in zwei Klassen geteilt, 
sodafs jede Zahl der ersten Klasse kleiner ist als jede der 
zweiten, so sagen wir, indem wir den Zahlbegriff erweitem, 
dafs es eine Zahl giebt, die weder kleiner ist als die Zahlen 
der ersten Klasse, noch gröfser als die der zweiten; giebt es 
keine rationale Zahl, die sich dieser Eigenschaft erfreut, so 
nennen wir die so definierte Zahl irraMonal. Sie wird gröfser 
^in als alle Zahlen der ersten Klasse und kleiner als alle der 
zweiten. Zwei irrationale Zahlen heifsen gleich, wenn sie mit 
Hülfe derselben Klasse definiert sind, oder wenn jede rationale 
Zahl, die kleiner ist als die erste, auch kleiner ist als die 
zweite und umgekehrt; die irrationale Zahl a heifst kleiner 

Oenocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Beohnung. 1 



2 Erstes Kapitel. 

als hy wenn es rationale ZaUen giebt^ die grofser sind als a 
und kleiner als b, 

3. Bis jetzt betrachteten wir die Zahlen nur ihrem abso- 
luten Werte nach; nehmen wir noch den Begriff des Vorzeichens 
hinzu, so erhalten wir die positiven und negoMven Zahlen. Der 
Leser mufs bereits die Art keünen, in der man auf sie die 
algebraischen Operationen anwendet, und die Gesetze, denen 
sie gehorchen. Das Vorhergehende hat lediglich den Zweck, 
den Begriff der irrationalen Zahl festzustellen, der für unsere 
Untersuchungen fundamental ist. Erst später werden wir die 
imaginären Zahlen hinzuziehen. 

4. Damit die Gröfsen irgend eines Systems (durch positive 
Zahlen) gemessen werden können, sind folgende fünf Bedingungen 
erforderlich: 

1) In dem System ist Gleichheit und Ungleichheit definiert, 

2) bei zwei ungleichen Gröfsen kann man immer die gröfsere 
von der kleineren unterscheiden, 

3) man kann addieren und die kleinere Gröfse von der 
gröfseren subtrahieren, 

4) jede Gröfse kann man in gleiche Teile teilen, 

5) jede Gröfse Ä übersteigt jede andere Gröfse JB, wenn 
sie eine hinreichende Anzahl von Malen zu sich selbst addiert 
wird; daraus folgt dann, dafs ein Bruchteil von B kleiner ge- 
macht werden kann, als jede andere Gröfse A. 

Man pflegt eine Messung in der Weise auszuführen, dafs 
man aus dem gegebenen System nach Willkür irgend eine Gröfse 
U herausninmit und sie die Mafseinheit nennt. Kann man die 
Gröfsen addieren und durch ganze Zahlen dividieren, so kann 
man alle Gröfsen w CT bilden, wo n eine' rationale Zahl bedeutet. 
Es sei nun A irgend eine Gröfse des Systems. Entweder giebt 
es dann einen Wert von w == a, sodafs A^=^ aVj in diesem 
Falle ist a die Zahl, welche A mifst. 

Giebt es keinen solchen Wert von w, so giebt es gemäTs 
unserer 5*®^ Voraussetzung in dem Systeme doch solche Werte 
von w, für welche nlKAy und andere, für welche nU>A 
ist; die (irrationale) Zahl, welche gröfser ist als die Werte n 
der ersten und kleiner als die Werte n der zweiten Klasse, 
ist dann diejenige Zahl, welche A mifst. Zwei ungleiche 
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Grofsen Ä und B werden auch durch zwei ungleiche Zahlen 
a und b gemessen. In der That, ist Ä<iB, so wird die 
DiflFerenz B — Ä durch eine positive (von null verschiedene) 
Zahl gemessen; aber diese Zahl hat den Wert b — a, also ist 
6 — a positiv, und a und b sind ungleich. 

5. Unter den öröfsen, welche in den verschiedenen Wissen- 
schaften vorkommen, genügen einige offenbar den vorstehenden 
Bedingungen, und sind mefsbar; so z. B. die Längen von 
geradlinigen Strecken, die Zeitintervalle u. s. w. Andere wie 
Flächeninhalt, Länge eines Kurvenbogens u. s. w. erfordern, 
um gemessen werden zu können, die Aufstellung geeigneter 
Definitionen und Beweise. 

§ 2. Funktionen nnd Grenzwerte. 

6. In den Fragen, die wir behandebi werden, finden wir 
Zahlen, denen bestimmte feste Werte zuzuerteilen sind und die 
Konstante heifsen, wir finden andere, die verschiedene Werte 
annehmen können, sie heifsen Veränderliche, Unter den Ver- 
änderlichen giebt es solche, denen wir willkürlich der Reihe 
nach verschiedene Werte zuerteilen können, sie heifsen unaJh 
hängige Veränderliche^ die Werte von anderen hinwiederum sind 
durch die Werte bestimmt, die den ersteren Veränderlichen 
gegeben sind, sie heifsen abhängige Veränderliche oder Funk- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen. 

Wir werden zuerst die Funktionen von einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen behandeln; wir werden sagen: 

Eine FtmJction y von x ist in einem Intervalle (a, b) ge- 
geben, wenn jedem Werte von x zwischen a und b ein einziger 
bestimmter Wert von y entspricht 

Dabei wollen wir übereinkommen, dafs wir unter dem 
Intervall (a, b) die Gesamtheit aller Zahlen zwischen a und b 
einschliefslich der Grenzen a und b verstehen wollen, solange 
nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist. 

Gleichgültig ist hierbei das Mittel, welches die Zuordnung 
bestinmit. 

Beispielsweise ist x^ eine Funktion von äj, die für jeden 
Wert von x definiert und daher in jedem Intervalle ge- 
geben ist; Yx ist für alle positiven Werte von x gegeben, wenn 
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man der Wurzel das positive Zeichen giebt. Hingegen ist 

T + "o' + "F + **H ®^°® Funktion von x, die nur för 

1 « V sc 

ganze positive Werte der Veränderlichen definiert ist, u. s. w. 

Man bezeichnet, dafs y eine Funktion von x ist, indem 
man schreibt y = f{pc). Dabei bedeutet f{a) den Wert der 
Funktion, welcher dem Werte a der Veränderlichen entspricht. 
Andere Funktionen von x stellt man durch q>{x\ f'(x), • • • dar. 
Eine ähnliche Bezeichnungsweise dient dazu, die Funktionen von 
mehreren Veränderlichen zu bezeichnen; so bedeutet F(x, y, g) 
eine Funktion der drei Veränderlichen x, y, z u. s. w. 

7. Mcmsagt y^=^f{x) erhält den Grenzwert Ä, wenn x nach a 
konvergiert, sobald man zu einer beliebig Mein gegd^enen positiven 
Zahl 6 eine positive Zahl h bestimmen kann, sodafs \f(x) — Ä | 
Meiner ist als s fwr jedes x — a, das absolut Meiner ist als ä. 

Gleichbedeutend hiermit ist die Ausdrucksweise: y hat 
an der Stelle x = a den Grenzwert A, oder, wenn die Stelle 
selbstverständlich ist: y hmvergiert nach A, 

Die beiden Striche 1 1 bedeuten dabei hier und in der Folge, 
dafs die von den Strichen eingeschlossene öröfse ihrem abso- 
lutem Werte nach, d. h. mit positivem Zeichen zu nehmen ist. 

Man sagt, dafs y = f{(c) den Grenzwert A erhalt, wenn x 
unbegrenzt wächst, sobald ma/n zu einer bdiisbig Meinen positiven 
Zahl s eine positive Zahl N bestimmen kann, so dafs für jedes 
x^ N der Ausdruck \ f(x) — A\<s wird, 

Dafs f(x) den Grenzwert A erhält, wenn x nach a kon- 
vergiert oder wenn x unbegrenzt wächst, pflegt man dadurch 
zu bezeichnen, dafs man schreibt lim f(x) = A, beziehungs- 

weise lim f(x) = A, oder noch einfacher lim f(x) = A, wenn 

die Art, wie x variirt^ selbstverständlich ist. 

Wenn keine Zahl A vorhanden ist, welche sich der ge- 
nannten Eigenschaft erfreut, so sagt man, dafs f(x) überhaupt 
keinen Grenzwert erhalt, wenn x nach a konvergiert, be- 
ziehungsweise, wenn x unbegrenzt wächst. 

Beispielsweise erhält a^ den Grenzwert 0, wenn x gegen 
null konvergiert, denn ftir jedes positive € wird | x^ — 1 == x^< s, 
sobald a; < I )/a I ist. Yx erhält ebenfalls den Grenzwert 0, 
wenn x gegen null konvergiert, weil für jeden Wert von 
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X <is^ der Ausdruck | yx — | < « wird. 1 + — erhält den 
Grenzwert 1, wenn x unbegrenzt wachst; denn die Differenz 
zwischen dem Funktionswert und 1, d. h. — , wird kleiner als « 

für jeden Wert von a? > — • Hat f(x) einen konstanten Wert l 

für alle Zahlen x, die hinreichend nahe an a liegen^ oder hin< 
reichend grofs sind, so ist der örenzwerth von f{x) der kon- 
stante Wert l, denn die Differenz | f(x) — l\ ist fttr diese 
Werte von x null und daher kleiner als jede positive Zahl £. 
Dies drückt man aus, indem man sagt,, dafs eine Konstante 
ihren eigenen Wert zum Grenzwert hat, u. s. w. 

Damit man von einem Grenzwert von y filr x = a oder 
für unbegrenzt wachsendes x sprechen kann, mufs die Funk- 
tion gegeben sein für ein System von Werten a?, die beliebig 
nahe an a liegen, oder für beliebig grofse x. Trotzdem braucht 
die Funktion nicht für x == a gegeben zu sein. Ist f(a) ge- 
geben und sprechen wir vom Grenzwert an der Stelle a, so 
schliefsen wir den Wert a von denen aus, welche x annehmen 
kann. Hieraus folgt, dafs ]imf(x) von /"(o) verschieden sein 

kann, weil /*(«) nicht von den Werten abhängt, welche f(x) 
in beliebiger Nähe von a annimmt; von ihnen allein aber 
hängt der Grenzwert von f(x) ab. 

8. Man sagt, dafs die Funktion f{x) stetig ist an der Stelle 
X = Xq, wenn Um f(x) = f(x^ ist. 

Erinnern wir uns der Definition des Grenzwertes, so be- 
sagt die eben aufgestellte Definition: „Man sagt, f(x) ist stetig 
an der Stelle a? = Ä?Q, wenn man zu einer beliebig klein ge- 
gebenen positiven Zahl s ein Intervall (xq — ä, rr^ + h) be- 
stimmen kann, sodafs für jeden Wert von ^ in ihm 

\f(x)-fix,)\<B 

wird." 

Mne Funktion heifst stetig in einem Intervalle {a^ 6), wenn 
sie für alle Werte von x in diesem Intervalle stetig ist. 

Eine Funktion, die nicht stetig ist, heifst unstetig'^ daher 
ist f{x) unstetig für ic = x^, wenn f(x) an der Stelle x = x^y 
entweder überhaupt keinen Grenzwert, oder doch einen von 
A^o) verschiedenen Grenzwert hat. 
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§ 3. Sätse über Grenswerte. 

9. Satz L Eine lunJction hmn nicht gleichzeitig zwei 
verschiedene Grenzwerte erhalten. 

Nehmen wir in der That das Gegenteü an und setzen 
voraus^ dafs eine Zahl P, die eine Funktion von x ist^ gleich- 
zeitig zwei yerschiedene Grenzwerte erhält. Setzt man P=Ä + cc, 
P = JB + ^, so sind a und ß die DiflFerenzen zwischen P und 
seinen Grenzwerten Ä und B und können daher beliebig klein 
gemacht werden. Aus der Gleichung -4. + a = P + /S folgt 
aber Ä — P = ^ — a; diese Gleichung ist aber unmöglich, 
wenn Ä und B yerschieden sind; denn das Glied linker E[and 
ist konstant und nicht null, das Glied rechter Hand hingegen 
kann beliebig klein gemacht werden. Dabei mag hier ein für 
allemal bemerkt werden, dafs wir sagen, eine Zahl kann be- 
liebig klein gemacht werden, wenn man ihren absoluten Wert 
beliebig klein machen kann. 

10. Satz IL Haben mehrere Funktionen einen bestimmten 
Grenzwert, so hat aiich ihre Summe einen bestimmten Grenz- 
wert, der gleich der Summe der Grenzwerte der einzelnen Sum- 
manden ist. 

In der That, es sei y = y^ + y^ H 1- y«; y^, y^r " Vn 

seien Funktionen einer Veränderlichen x, welche filr x = a 
die Grenzwerte a^, a^, • • • a« haben mögen. Setzt man: 

yi = % + «i; ^2 = «2 + «2; • • • y* = «« + ««, 

SO sind ccj^, • • • a» Zahlen, die beliebig klein gemacht werden 
können. Durch Addition erhält man : 

y = K + »2 -I 1- «») + («1 + «2 H h ««) 

oder 

y — («1 -l f- «») = «1 H h «n. 

Fixieren wir eine beliebig kleine Zahl s und wählen x so, 

dafs jedes a absolut kleiner wird als — , so wird, da der 

absolute Betrag einer Summe bekanntlich nie gröfser ist als 
die Summe der absoluten Beträge ihrer Summanden, 

I «1 H 1- «» I < «; I y — («1 H h ««) I < «; 

oder 

lim y = «1 + «2 + • • • + ^n. 
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11. Satz IIL Haben mehrere Funktionen einen bestimmten 
Grenzwert, so hat avd^ ihr Produkt einen bestimmten Grenzwert 
und dieser ist gleich dem Produkte der Grenzwerte der einzelnen 
Faktoren. 

Es sei y «« Pß; P und Q seien Funktionen von x, welche 
bestimmte Grenzwerte Ä und B haben; dann ist P «= ^ -[- a^ 
Q sBs JB ^ ß^ WO a und ß beliebig klein gewShlt werden 
können. Durch Substitution ergiebt sich: 

y=^{Ä + a){B+ß) = ÄB+Äß + Ba + aß 

und also 

y — ÄB=^Äß + Ba'\' aß. 

Fixieren wir eine positive Zahl e und geben x einen Wert, 

für welchen | ^^ |< -|- (d. h. | ^ |< g^), | JS« |< -i- (d. h. 

|c.|<3|^)undschHefsUch|a^|<|(od.|«|<]/|j 

wird, so ist klar, dafs a und ß allen diesen Bedingungen ge- 
nügen können und dafs \y — ÄB\ < s wird oder limy «= AB. 
Ist y = PQBS • • •, so wird lim y = lim P lim QB8 • . • = 
lim Plim e lim BS- •. = ••• = lim Plim e lim JS .. .. Also 
ist der Satz für beliebig viele Faktoren erwiesen. 

12. Satz IV. Haben zwei Funktionen einen bestimmten 
Grenzwert, so hat auch ihr Qu>otient einen bestimmten Grenzwert, 
sobald der Grenzwert des Divisors nicht nuU ist. Der Grenzwert 
des Quotienten ist gleich dem Quotienten der Grenzwerte. 

In der That, es sei y = -^ ; lim P =^ Ä xmd lim Q ^^ B, 
wo 54=0. Setzt man P = Ä + €c, Q = B + ß, so wird 

^ = p?p , / • Wir können ß absolut kleiner als eine 

positive Zahl ä < 1 5 1 voraussetzen; dann wird | JS+ ^ | > [ J5 1 — h 

und der absolute Wert des Bruches < i, ;,"u A — ^• 

J-^l (l-^l--'*) 
Diesen Ausdruck kann man aber immer kleiner als eine be- 
liebig kleine positive Zahl £ wählen, wenn man . ^ " ' * . J_ , . < — 

^^^ \B\(\B\U) < Y ""^^^ 

B 



»l< "^' ''"'-" , l/.|<T 



(|B|-») 



nimmt. Daher wird lim -r- = _ =« - — - 

Q B hmQ 
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13. Sata V. J$t eine Funktim immer zwischen sitcei cmderen 
mäwltm, die nocA demselben Grenzwerte konvergieren, so hm" 
vergiert cmch jene Funktion nach demselben Grenztoerte, 

In der That, sind P und Q zwei Veränderliche mit dem 

Grenzwerte J^ und ist II zwischen P und Q enthalten^ so ist 

auch J? — iL zwischen P — A und Q^- A eutiialteu. Macht 

man F -^ A und Q ^^ A absolut kleiner als 9, so wird auch 

|jR — A\<,6 oder JS hat den Grensfwert A. 

14. Sat0 VI. Wenn mit beständig wachsendem x auch y 
beständig wächst, aber immer kleiner als eine Zahl A bleiht^ so 
erhält y einen Grensmert, der entweder A selbst ist oder eine 
Zahl, die kleiner ist als A. 

In der That^ alle Zahlen kann man in zwei Klassen 

« 

teilen: Zahlen^ die von Werten y übertrofifen werden können 
und Zahlen^ welche von ihnen nicht übertroffen werden können* 
Zur ersteren gehören die Zahlen^ wielche kleiner sind als Werte 
Yon y, zur zweiten die Zahl A. Jede Zahl der ersten Klasse 
ist kleiner als jede Zahl der zweiten. Daher bestimmen diese 
beiden Klassen eine Zahl L, welche von Werten y nie über- 
trofifen wird, der Gestalt, dafs jede Zahl, die kleiner ist als X, 
von Werten y übertrofifen wird. Ich behaupte, dafs L der 
Grenzwert ist, welchen y mit wachsendem x erreicht. In der 
That, fixiere ich irgend eine positive Zahl £, und sage ich, die 
Zahl L — £ wird von irgend einem Werte y und daher auch 
von den folgenden Werten y übertrofifen, so heifst dies das- 
selbe, als wenn ich sage, dafs die Dififerenz L — y bestandig 
kleiner als e bleibt von einem bestimmten Werte von x an, 
für den L, — a<^y <^L ist; wie zu beweisen war. 

15. Satsf VII Wenn y =« f{x) mit unbegrenzt wa/ihsen- 
dem X einen bestimmten Grenzwert erhält, so kann man zu einer 
beliebig kleinen positiven Zahl s eine positive Zahl N bestimmen, 
sodafs die Differenz \ fix) — f{x') | < e wird fiH/r alle Werte- 
paa/re x^ x\ die N übersteigen. 

In dier That, es sei A der Grenzwert von y. . Man be- 
stimme N so, dafs für jeden Wert von x'^N der Ausdruck 

I f{x) — 4 I <; Y ^^^^ ^^^ ^^ s®^ ^' ^i^ anderer Wert ^ N] 
dann ist auch | f(x')—:A \ < -|- und | f(x)'^f(off) | < *, w. z. bw. w. 
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8atg VIIL Wenn man zu einer beliebig Meinen positiven 
Zähl s eme positive ZaM N bestimmen Icann, so dafs die Differenz 
j f{x) — fipo') I < B wird für aUe Wertepaare (x, x')^ die N 
übersteigen, so erhalt f(x) einen bestimmten Grenzwert, wenn x 
wfibegrenet wächst. 

In der That^ erteilen wir e die Reihe von unbegrenzt ab* 
nehmenden Werten; «i > «j > «g > • • • und es seien N^N^N^-* 
die entsprechenden Werte von JV. Geben wir x einen Wert 
> Nu so wird | f{x) — f{N^ \ < «^ und f{x) ist zwischen 
a^ s=: f(Nj) + «1 und b^ == f(N^ — Si enthalten. Geben wir 
X einen Wert > JV^, so ist f(x) zwischen f{N^) + ^2 ^^^ 
f{N^) -^ «2 enthalten. Geben wir daher x Werte, die gröfser 
sind als N^ und N^, so wird f(x) kleiner als die kleinere der 
beiden Zahlen a^ und /(N^) -f" ^2; diese möge a^ heüjsen. Es 
wird gröfser als die gröfsere der beiden Zahlen \ xmd 
/■(JTg) — «2, diese möge b^ heiTsen. Für diese Werte yon ar 

wird also Og > f(x) > b^ und o^ > Og, b^ ^ ^2? ^ — ^2 ^ ^^-^ 
In l^mlicher Weise wird für alle Werte von x> N^, N^, N^ 
f(x) zwischen der kleineren der beiden Zahlen o^ und f{N^) + «3 
enthalten sein, die a^ heifsen möge, und zwischen der gröfseren 
der beiden b^ xmd /"(jVg) — «g; ^® ^s heifsen möge. Fährt man 
so fort, so erhält man eine Reihe von Zahlen a^, «2; ^3; • • v 
welche beständig abnehmen und eine andere Reihe von Zahlen 
6^, 62, 63, • • •, welche beständig zunehmen. Dabei sind die 
ersteren beständig gröfser als die letzteren und daher erhalten 
a und b bestimmte Grenzwerte; diese sind aber gleich, weil 
wegen a« — bn ^2«, auch lim an =« lim 6„ wird. Also erhält 
auch f(x)y das immer zwischen den a und b enthalten ist, 
denselben Grenzwert, w. z. bew. w. 

16. Eine Veränderliche heifst unendlich klein, wenn sie 
zur Grenze die Null^ hat. In einer und derselben Frage können 
verschiedene unendlich kleine Zahlen auftreten, und man pflegt 
sie xmter einander zu vergleichen. Man nennt zwei Zahlen a und ß 
unendlich klein von derselben Ordnung, wenn ihr Verhältnis 
einen bestimmten Grenzwert hat, der von null verschieden ist. 
Man sagt a ist von geringerer Ordnung unendlich klein als ß^ 

wenn -^ zum Grenzwert null hat; daher sagt man, dafs a von 
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höherer Ordnung unendlich klein wird, wenn — unbegrenzt 
wächst. 

Unter den yerschiedenen unendlich kleinen Zahlen, welche 
in einer bestimmten Aufgabe auftreten, pflegt man eine will- 
kürlich auszuwählen, die man unendlich kleine Zahl 1**' Ord- 
nung nennt, diese sei %. Man sagt nun, dafs eine andere 
unendlich kleine Zahl a unendlich klein von der n*®" Ordnung 

wird, wenn das Verhältnis — an der Stelle ä = einen be- 

stimmten endlichen Grenzwert hat, der von null verschieden 
ist. So wird beispielsweise sin x unendlich klein von der 
1*®" Ordnung, wenn man x zur unendlich kleinen Zahl 1*®' Ord- 

nung nimmt; denn hat für a: = 0, wie wir sehen werden, 

den Grenzwert 1. Hingegen wird 1 — cos x unendlich klein 
von 2*®' Ordnung; denn 

2 sin' -- X 
1 — cos X 2 



a?' X* 




hat den Grenzwert — • 

Man sagt, dafs y = f(x) für x = a unendlich grofs wird, 
wenn die absoluten Werte von y unbegrenzt wachsen, sobald 

X nach a konvergiert; in diesem Falle wird also ^rr^r unendlich 

klein. Auch bei den unendlich grofsen Werten pflegt man 
von Ordnungen zu sprechen, und man sagt, dafs a unendlich 
grofs von der Ordnung n wird, wenn h von der ersten Ord- 

nung „n^dlieh g.»:. ™^ M. ^ ein» be^„t« endBok.« 

Grenzwert erhält, der von null verschieden ist. 

Eine Veränderliche, welche einen endlichen Grenzwert 
erhält, könnte man daher als unendlich klein von der Ord- 
nung null ansehen, und eine unendlich grofs werdende Ver- 
änderliche als unendlich klein von negativer Ordnung. 

Dagegen ist es nicht richtig, dafs man willkürlich eine 
unendlich kleine Zahl erster Ordnung wählen und dann jeder 
anderen unendlich kleinen Zahl eine bestimmte Ordnungszahl 
beilegen kann; eis ist also nicht richtig, dafs man zu zwei 
unendlich kleinen Zahlen cc und h immer eine Zahl n bestimmen 
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kann, sodaXs — einen bestimmten endlichen Grenzwert erhält, 

der von null verschieden ist. Einmal kann es nämlich ein- 
treten, dafs das Verhältnis — für bestimmte Werte von n 

überhaupt keinen bestimmten Grenzwert besitzt und dann 
können wir nicht entscheiden^ ob die Ordnung von a gröfser^ 
gleich, oder Heiner als n ist. Sodann, selbst wenn dieses 

nicht eintritt, kann es doch vorkommen, dafs — , welches 

auch der Wert von n sein mag, inmier null oder immer un- 
endlich wird*, es kann auch eine Zahl m geben, sodafs fQr 
n<Cm dieses Verhältnis null und für n> m unendlich wird, 
ohne dafs es für n =» m einen bestimmten endlichen Grenz- 
wert erhält. 



§ 4. S&tse über stetige FonktionenL 

17. Wir werden uns im Folgenden häufig der Bedeweise 
bedienen: 

Wir sagen, die Funktion f(x) hcU in der Umgebung der 
Stelle x=: Xq eine hesHmmte Eigenschaft, wenn man ein Xq ein- 
scMiefsendes Intervall {Xq — h, ^Cq + h) abgrenzen Jcann, so dafs 
fix) jene Eigenschaft xm jeder Stelle x dieses Intervalls besitzt. 

Dieses vorausgeschickt, gilt der: 

Satz L Wenn eine Funktion stetig ist für x = Xq, und 
wenn f(x) von null verschieden ist, so behalt sie in der Um- 
gebung von Xq ein Jconstantes Vorzeichen, 

In der That, setzen wir f(x) = fi^f^ + «; so können wir, 
wenn f(x^ von null verschieden ist, um Xq ein Intervall ab- 
grenzen, sodafs für jeden Wert von x in ihm | « | < | f(x^ \ 
wird. Ist diese Bedingung erfüllt, so behält auch f(xQ) + a 
oder f(x) beständig das Zeichen von /"(ä^q). 

18. Satz IL Wenn eine Funktion in einem bestimmten 
Intervalle (a, 6) stetig ist, und wenn sie für a; = a und für 
a: a« & Werte mit verschiedenen Vorzeichen annimmt, so wird 
die Funktion f(x) mal für eitlen Wert von x zwischen a und b. 

In der That, man betrachte den Mittelwert von a und 6. 
Wenn für ihn f(x) nicht null wird, — ein Fall, in welchem 
unser Satz schon bewiesen wäre — so hat f(x) dort ein 



• « • 



J 
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bestimmtes Zeichen, welches entweder das von f{a) oder das von 
fQ)) ist. Betrachtet man von den zwei Intervallen, in die 
(a, 6) geteilt ist, jetzt dasjenige, an dessen Enden f{x) ent- 
gegengesetzte Zeichen hat, und nennt man a^ und \ die 
Grenzen dieses Intervalles, so ist 

«1 ^ a, &i ^ 6 

und das neue Intervall ist halb so grofs als das erste. Wendet 
man auf das Intervall a^\ dieselben Überlegungen an, wie vorher 
Auf das Intervall a&, so findet man ein Intervall o^&g, an 
dessen Enden f(x) Werte mit verschiedenen Vorzeichen annimmt. 
Fährt man so fort, so findet man eine Reihe von Intervallen 
a iy a^ &i, a^ \y * * ' dnhn, * * -y deren Anzahl man beliebig grofs 
machen kann. Findet sich unter den Zahlen ab kein Wert, 
fiir den f{x) verschwindet, sodafs unser Satz bereits erwiesen 
wäre, so genügen jene den Bedingungen: 

^ ^ % ^ ^ * * * ^ ^« ^ ' ' '; ^ ^ ^1 ^ ^2 ^ * • • ^n ^ 

und 

•1 • h — a , &i — a, h — a 

und allgemein: 

■, h — a ' 

On «n = -—r- • 

Die Reihe der wachsenden Zahlen a, a^, o^, • • •, die 
sämtlich kleiner als 6 bleiben, strebt gegen einen Grenzwert; 
ebenso strebt die Reihe der abnehmenden Zahlen 6;6i;62;**"> 
die jedoch immer gröfser als a bleiben, mit wachsenden n 
gegen einen Grenzwert, und die letzte Formel besagt, dafs 
lim an, = lim 6„. 

Nennt man x^ den gemeinsamen Grenzwert der Zahlen ä 
und der Zahlen &, so kann man n so grofs wählen, dafs 
an sich von x^ um eine beliebig Ueine Zahl b unterscheidet 
und dafs auch 6„ sich von x^ um weniger als b unterscheidet. 
Also giebtes in einem hinreichend kleinen, aber endUchen 
Intervall, das x^ enthält, sowohl Werte von a?, filr die f(^x) 
positiv ist, als auch solche, für die f{x) negativ ist. Also 
mufs f{x^ = sein; denn wäre fix^ von verschieden^ so 
würde die Funktion f{x) in einem hinreichend kleinen Inter- 
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valle um x^ nicht Werte von yersdiiedenen Vorzeichen an- 
nehmen. Also ist unser Satz erwiesen. 

19. Satss IIL Es sei f(x) stetig in dem Intervalle (a, 6), 
tmd femer sei f(a) =« Ä, f(h) = B. Läfst man nun x das 
Intervall (a, b) dtJtrcKkmfen, so nimmt f(x) jeden Wert moisehen 
Ä und B an. 

In der That, es sei K eine Zahl zwischen A und B 
und es sei, wie wir annehmen können, z. B.: 

A<K<B, 

Man setze F{x)^f(x) — K, dann ist Fia)~Ä — K<0, 
und F(b) = J5 — K>0, Da nun die stetige Punktion F(x) 
für ft =« a und für a; «« 6 Werte von entgegengetzten Vor- 
zeichen annimmt, so giebt es einen Wert x^ von x zwischen 
u und 6, für welchen F(Xi) »* 0, oder f(x^) — -K"«« 0, d. h. 
f(Xi) =« K wird, wie behauptet wurde. 

20. Man nennt chere Gremse der Werte einer Veränder- 
lichen y ein6 Zahl l, die nicht kleiner ist als irgend einer 
der Werte y, die aber so beschaffen ist, dafs jede Zahl, die 
kleiner als l ist, von einem Werte y überstiegen werden kann. 
Man nennt V die untere Grenze der Werte von y, wenn kein 
Wert von ,y kleiner ist als V^ und wenn es Werte von y 
giebt, die kleiner sind als jede Zahl, die V übersteigt. 

Satz IK Wenn eine Veränderliche y mir Werte Meiner 
als eine feste Zahl A arniimmt, so existiert eine obere Grenze 
für die Werte von y (die gleich oder Meiner als A ist). 

In der That, alle Zahlen lassen sich in zwei Klassen 
teilen: solche, die von irgend welchen Werten y überstiegen 
werden können, und solche, welche von ihnen nicht über- 
stiegen werden können. Jede Zahl der ersten Klasse ist 
kleiner, als jede Zahl der zweiten. Daher bestimmen diese 
zwei Klassen eine Zahl Z, die nicht kleiner ist als irgend eine 
Zahl der ersten Klasse, und nicht gröfser als irgend eine der 
zweiten. Diese Zahl l ist die obere Grenze der Werte von y. 
In der That, l kann von keinem Werte y überstiegen werden; 
denn wäre a ein Wert von y und a > l, so würde jede Zahl 
zwischen a und l zur ersten Klasse gehören. Daher kann l 
nicht kleiner als irgend eine Zahl der ersten Klasse sein. 
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Jede Zahl aber^ die kleiner ist als l, gehört mithin zur ersten 
Klasse und kann daher von Werten y überstiegen werden. 

In ahnlicher Weise beweist man: 

Wenn eine Veränderliche y nur Werte annimmt, die gröfser 
sind als eine Zahl J5, so existiert eine tmtere Grenze für die 
Werte von y, 

Satz F. Ist l die obere (untere) Grenze der Werte, die 
fix) annimmt, wenn x in einem endlichen Intervalle (a, 6) variirty 
so existiert ein Wert x^, sodafs innerhalb jedes hin/reichend 
Meinen IntervdHes um x^ die obere {untere) Grenze der Werte 
von fix) ebenfalls l ist 

In der That, man teile das Intervall (a, 6) in zwei gleiche 
Teile, dann giebt es in jedem der beiden Intervalle eine obere 
Grenze för die Werte von f(x)] diese ist nicht gröfser als l 
und in einem der Intervalle gleich Z. Man teile nun das 
Intervall «ifti, in dem der obere Grenzwert von f(x) ebenfalls 
l ist, wieder in zwei gleiche Teile und fahre so fort. 

Man erhält so eine Reihe von immer wachsenden Zahlen 
a, %, o^, • • • und eine zweite Reihe von Zahlen 6, ij, b^, • • •, 
die abnehmen; diese Reihen haben dieselben Eigenschaften 
wie die in Nr. 18 und streben daher nach demselben Grenz- 
werte Ä?i. 

Nimmt man jetzt ein Intervall (xj^ — s, ä?i + ^'); innerhalb 
dessen sich x^ befindet, so giebt es einen Wert von .»^, für 
welchen x^ — « < a« < a?! < 6« < iCi + «' wird. Da mm die 
obere Grenze der Werte von fix) in dem Intervalle (a«, 6«) 
gleich l ist, so ist auch die obere Grenze der Werte von fix) 
innerhalb jedes Intervalles (a?! — «, x^-^^- e'), das x^ enthält, 
ebenfalls Z; w. z. bew. w. 

In derselben Weise würde man zeigen: 

Wenn die Werte von fix) Jceine obere Grenze besitzen, 
wenn x in dem Intervalle (a, 6) variiert, so gid>t es in diesem 
Intervalle einen Wert x^, sodafs in seiner Umgebung die Werte 
von fix) (benfaUs Iceine obere Grenze besitzen. 

21. Man sagt, dafs eine Funktion fix) in einem Inter- 
valle (a, 6) ein MojOcimum wird für x = Xq, wenn /"(oJq) nicht 
kleiner ist als irgend ein Wert von fix) in demselben Inter- 
valle. Man sagt, dafs fix) in einem Intervalle (a, b) ein 
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Minimum wird för a: = Xq^ wenn f(Xf^ nicht grofser ist als 
irgend ein anderer Wert von f(x) in demselben Intervalle. 

. Satz IV, Ist fix) stetig in dem Intervalle (a, h), so be- 
sitzen in ihm die Werte von f{x) eine obere und eine untere 
Grenze, welche cmch das Maximum und das Minimum in ihm sind. 

In der That^ leugnet man die Existenz einer oberen Grenze 
fiir die Werte von f(x)f so giebt es einen Wert x^ in dem 
Intervalle (a, h), sodafs innerhalb jedes Intervalles um x^^ die 
Werte von f(x) ebenfalls keinen Grenzwert besitzen. Da aber 
f(x) auch fQr a? = a?i stetig ist, so kann man zu einem will- 
kürlich gewählten positiven e ein Intervall (x^^ — h, a?i + h) 
bestimmen, sodafs für jedes x in ihm | f(x) — f(Xi) \ < s 
wird. und daher existiert eine obere Grenze für die Werte von 
f{x) in der Umgebung von x^, was der gemachten Annahme 
widerspricht. Mithin besitzen die Werte von f(x) eine obere 
Grenze in dem Intervalle (a, 6), etwa l. Wir wollen beweisen, 
dafs f(x) den Wert l auch anninmit. Es sei x^ ein Wert 
von Xy sodafs in der Umgebung von x^ die obere Grenze eben- 
falls l ist. Dann kann man zu einer beliebig klein gewählten 
positiven Zahl s ein Intervall (x^ — Ä, ä?i + h) bestimmen, sodafs 
für alle Werte von x in ihm ] f{x) — f(x^) \ < s ist. Da 
überdies l die obere Grenze der Werte von f(x) in diesem 
Intervalle ist, so giebt es in ihm Werte von x, sodafs die zuge- 
hörigen Werte von f{x) um weniger als b von l abweichen. 
Mithin ist 1 1 — f(xi) | < 2«; da aber € beliebig klein ist, so 
geht dies nicht anders, als dafs f(Xi) = l ist, w. z. bew. w. 

In ähnlicher Weise würde man für die untere Grenze 
und das Minimum schUefsen. 

Satz VII. Ist fix) stetig in dem Intervalle (a, 6), so Jcann 
man zu einer beli^ng Meinen Zahl e eine andere ZaM h he- 
stimmen, sodafs \ f(x) — f{x') | < a wird für jedes Paar von 
Werten x, x' des Intervalles, deren Differenz kleiner als h ist 

Es sei a < 6. Man bestimme a^ > a so, dafs für jeden 
Wert von x zwischen a und a^ der Ausdruck | f{x) — /*(«) | < y 
wird; sodann nehme man eine Gröfse o^ > %, sodafs für jedes 
X zwischen a^ und a^ der Ausdruck | f(x) — /*(%) | < -j wird. 
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So fahre man fort; dies ist möglich^ da f{pc) im Intervalle 
{fiy h) stetig ist. Man erhält so eine Reihe von bestandig 
wachsendiBn Zahlen aaiO^'-'. Ich behaupte nun^ dafs die 
Anzahl der aOiO^ • • • endlich ist. Man behaupte das Gegen- 
teil; dann haben die Ghröfsen aa^a^ * - • eine Grenze, die 
kleiner oder gleich b ist; sie sei c. Man bestimme ein Inter- 

väll (c — <J, c), sodafs | f(x) — f(c) \ < — wird für jedes x 

in diesem Intervalle. Da die Zahlen aa^a^ - ' - die obere 
Grenze c haben, so giebt es unter ihnen eine, etwa ttr, die 
in jenem Intervalle enthalten und so beschaffen ist, dafs .^ 

I f(flr) — f{c) I < y und daher | f{x) — f{ar) \ < y wird. Ich' 

kann «r+i «« c setzen; das heifst c kann mit einem der Werte 
a identifiziert werden, oder es kann thatsächlich das Intervall 
ah in eine endliche Anzahl anderer Intervalle geteilt werden 

ua^a^ ' ' • an-i6, sodafs | f(x) — /*(«,) | < y wird, sobald x 

innerhalb (a«, a«4.i) liegt. Es sei nun h das kleinste der 
Intervalle, dann behaupte ich, dafs | f(x) — f(x') \ < s wird, 
wenn \x — o?' | < Ä ist. In der That, x und x' sind entweder 
in demselben Intervalle enthalten (a«, üs^i) und dann ist 

\f(x)-fia,)\<±., l^(-r') -/•(«.) I<T 
und 

Oder X und x' sind in zwei benachbarten Intervallen enthalten 
(a,— 1, tta) und (a,, a,-fi) und dann ist: 

\f(x)-f(a,-0\<i, \f (».-!)- fi(i.)\<T> ■ 

l/(^')-/K)l<T 
und also: 

,\f{x)-f{x')\<B, 

w. z. bew. w. 

22. Die Funktionen einer Veränderlichen pflegt man 
geometrisch durch Kurven darzustellen. Es sei y = /*(rr) eine 
Punktion von Xj die in einem Intervalle (a, 6) gegeben ist. 
JEs seien zwei Cartesische Achsen gezeichnet OX und OFund 
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man gebe irgend einen Wert in dem Intervalle. Es sei OM 
der Abschnitt, der durch die Zahl x gemessen wird; dann 
zeichne man die Strecke MP parallel zur y-Achse, die durch 
die Zahl f(x) gemessen wird. LäXst man nun x alle Werte 
im Intervalle (a, 6) durchlaufen, 
so wird M zwischen den Punkten 
Ä' und B' variieren, deren Ab- 
scissen a und b sind und der 
Punkt P wird unendlich viele Lagen 
annehmen, von denen wir sagen, 
dafs ihre Gesamtheit eine Linie ÄJB 
bildet. Wenn die Funktion f(x) 
stetig ist, so ist auch die Linie 
stetig, d. h. zu einer beliebigen 
Gröfse 6 kann man einen Bogen 
PP' der Kurve bestinmien, sodafs 

die Entfernungen seiner Punkte vom Punkte P kleiner als e 
sind. In der That, es ist PP'< PQ + QP\ und da man 
PQ beliebig klein wählen kann und QP", welches den Zu- 
wachs der Funktion darstellt, auch beliebig klein machen kann^ 
da die Funktion stetig ist, so kann man auch PP' beliebig 
klein machen. 

Umgekehrt, wenn man eine stetige Kurve hat, die auf 
Cartesische Koordinaten bezogen ist, der Art, dafs jede Parallele 
zur y-Ackse sie in einem einzigen Punkte trifiPt, so ergiebt 
diese Kurve eine stetige Funktion. In der That, erteilt man 
x irgend einen Wert, so erhält man einen entsprechenden 
Wert far y, imd da, wenn die Achsen rechtwinklig sind, 
QP'<. PP' ist, und PP' beliebig klein gemacht werden kann, 
so kann man auch QP' beliebig klein machen, welches den 
Zuwachs der Funktion darstellt. 

Man bemerke jedoch, dafs wir eine Linie das System der 
Punkte genannt haben, welches Werte einer Funktion dar- 
stellt, und dafs es nicht erlaubt ist, auf die so definierten 
Linien die Eigenschafken derjenigen Linien ohne Beweis zu 
übertragen, mit denen man gewöhnlich operiert; noch weniger 
ist es gestattet auf solche Eigenschaften zurückzugreifen, um 
Sätze über Funktionen zu beweisen. 

Oenooohi-Peano, Diff.- o. Integral-Beclmung. 2 
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§ 5. Beispiele von stetigen FnnktioBeB. 

23. Die in den Nummern 10, 11, 12 bewiesenen Sätze 
sagen aus, dafs die Summe und das Produkt yon stetigen 
Funktionen auch stetige Funktionen sind; und auch der Quo- 
tient zweier stetiger Funktionen ist eine stetige Funktion, so- 
lange die Funktion im Divisor nicht null ist. Daher ist jede 
ganze rationale Funktion yon x, die man erhält, indem man 
mit X und den Eonstanten Additionen und Multiplikationen 
vornimmt, eine stetige Funktion für alle Werte von x. Die 
gebrochenen rationalen Funktionen, d. h. die Quotienten zweier 
ganzen Funktionen, sind stetig für alle Werte von x^ ftlr 
welche der Nenner nicht verschwindet. 

24. Exponentlalfimktion. Betrachten wir die Werte y «« a'^ 
wo a irgend «eine positive Zahl ist. Jedem ganzzahligen Werte 
von X entspricht ein bestimmter Wert für y. Erteilt man x 

m 

einen gebrochenen Wert •—, so hat a" , wie man aus der 

Algebra weifs, n Werte, von denen nur einer reell und positiv 
ist. Dieser Wert ist es, den wir a* erteilen wollen, öiebt 
man x einen irrationalen Wert x^y so versteht man unter a^ 
den Grenzwert, welchen or* erhalt, wenn man x eine Reihe 
rationaler Werte erteilt, die sich dem Werte x^ unbegrenzt 
nähern. Unter diesen Beschickungen ist die Funktion a"^, 
welche die Exponentialfunktion heifst, für jeden Wert von x 
gegeben. 

Sie ist stetig. Um dies zu beweisen, schicken wir voraus, 
dafs lim a* «« 1 wird, wenn x den Wert erhält 

In der That nehmen wir zuerst a > 1 an und verstehen 
unter 8 eine beliebig kleine positive Gröfse. Es sei femer m 
eine ganze positive Zahl, deren Festlegung wir uns vorbehalten. 

Alsdann wird die Ungleichung erftlUt sein a"* < 1 + ^ ; wenn 
man m so bestimmen kann, dafs (1 + s)^ > a. Nun ist: 

(1 + a)- — 1 + mfi + ?L^L=li)«s»^ . . . 

und die Terme dieses Polynoms sind alle positiv. Es wird also 
(1 + «)"*> 1 4- w^a. Daher ist die vorige Ungleichheit er- 
füllt, wenn 1 + ♦wa > a oder m ^ "~ ist. 
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Qiebt man jetzt x positiTe Werte, die nicht gröfser sind 

als — < T , so wird a* > 1 und a* < 1 + e. Daher kann 

man für positive hinreichend kleine Werte von x den Aus- 
druck a' — 1 kleiner machen als eine beliebig kleine Zahl e; 
d. h. es wird lim a* ^^1 für unendlich kleines positives x. 
Ist X unendlich klein, aber negativ und gleich — y^ so wird 

a* s« — • wird nun x null, so wird auch y null, €fl wird 1 
xmd daher erhält auch --- = a* den Grenzwert 1. Dasselbe 

gut far a<l. In derThat^ setzt man — =«6, go wird i>l 

und a* — 6"*; wenn x null wird, so werden 6* und 6""* =« 1, 
wie soeben bewiesen ist. 

Geben wir jetzt x den Zuwachs A; dann wird der Zu- 
wachs der Funktion a*+* — a* =^ a' (a* — 1). Nun hat a* 
einen endlichen Wert und a* — 1 hat den Grenzwert 0; daher 
wird der Zuwachs der Funktion unendlich klein mit dem Zu- 
wachs der Veränderlichen, a' ist also stetig. 

Die gefundene Ungleichung (1 -}- «)"* > öt, welche fÖr hin- 
reichend grofse Werte von m gilt, besagt, dafs eine Zahl 
1 -|- 6 > 1 zu einer solchen Potenz erhoben werden kann, dafs 
sie eine beliebig grofse Zahl übersteigt. Daher wächst die 
Funktion a% wenn a > 1, mit wachsendem x über jede Grenze. 
Dieselbe Grofse a* erhält den Grenzwert 0, wenn a; = — oo 
wird, d. h. wenn x negative, aber absolut beliebig grofse Werte 

annimmt. Denn setzt man a; = — y, so wird a* «« — -, und 

wenn x^ — <x) wird, so wird y «= -|- o^r ^ ^lixA <x> und 

— wird null. Ist a < 1, so wird a* bei unbegrenzt wachsen- 

dem X null, und nimmt x bis — <x> ab, so wird a*«« -|- c». 
Wir haben definiert, dafs wenn x^ irrational ist, a*o= lim a* 

sein sollte. Um das Vorhergehende ganz streng zu begründen^ 
mufs man beweisen, d&fs dieser Grenzwert existia*! Man 
gebe daher der Veränderliehen rationale Werte rr, welche wach- 
send gegen x^ streben. Ist a>l, so wächst a* bestiindig,- 
aber nicht unbegrenzt; denn ist x' eine rationale Zahl x'> x^> x, 
so wird €i^<Za^*y daher streWt €^ gegen einen Grenzwert Miaji 
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gebe jetzt der Veränderlichen rationale Werte x\ welche ab- 
nehmend Xf^ zustreben. Dann nimmt a' beständig ab, aber 
nicht unbegrenzt, und strebt daher einem Grenzwerte zu. Es 

ist aber lim a' = lim o* : denn es ist — = a* ~*. Streben 



a 



nun X und x dem Werte x^ zu, so wird x' — Xj das lauter 
rationale Werte annimmt, null und a* ""' wird Eins, weil der 
vorhergehende Beweis nichts zu wünschen übrig läXst, wenn 
man der Veränderlichen rationale Werte erteilt. Überdies wird, 
wenn x<x^<x' ist, auch o* <a*» < a* . 

Sind Xq und x^ irrationale Zahlen und ist x^ < x^y so wird 
auch a*o < o*», sobald a > 1 angenommen wird. In del* That, 
es sei x eine rationale Zahl, sodafs Xq^Cx^Cx^ ist, dann wird 
auch a*o < a* < a*» und a*^ < a*i. Sind rc^ und x^^ irrational, 
so ist ebenso, wie wenn sie rational sind, 0*0 • a*» = a*^+*i . 
In der That, sind x und x' rationale Zahlen, deren Grenzen 
Xq und x^ sind, so wird a* • a*' = a*+*'; geht man zur 
Grenze über, so findet man die zu beweisende Formel u. s. w. 

25. FnnktioneiL von Funktionen. Manchmal ist eine Ver- 
änderliche y an eine Veränderliche x durch eine dritte Ver- 
änderliche u gebunden. Dies ist der Fall, wenn man hat: 

y = f(u) und M = 9 (a?) . 

Erteilt man dann x einen Wert Xq, so nimmt u einen Wert Uq 
an, für welchen w^ = g) (rc^) wird, und y erhält einen Wert y^, 
für welchen y^ = f(u^ wird. Man sagt dann, dafs y eine 
Funktion einer Funktion von x ist, oder dafs es vermöge der 
Veränderlichen u eine Funktion von x wird. 

Wenn die Funktionen f und 9 stetig sind, so ist auch y 
als Funktion von x betrachtet stetig. 

In der That, ist f eine stetige Funktion von w, so kann 
man zu einer beliebig kleinen positiven Zahl s eine andere 
positive Zahl s' bestimmen, sodafs einem Zuwachse von u, 
dessen Betrag kleiner als e' ist, ein Zuwachs von y entspricht, 
dessen Betrag kleiner als € ist. Ist u^= (p (x) eine stetige 
Funktion von rr, so kann man eine neue positive Zahl «" be- 
stimmen, sodafs einem Zuwachs von x, dessen Betrag kleiner 
als s'' ist, ein Zuwachs von u entspricht, dessen Betrag kleiner 
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als «' ist. Der zugehörige Zuwachs von y wird daher kleiner 
als By was zu beweisen war. 

So wird beispielsweise e" eine stetige Funktion von Xy 
wenn u eine stetige Funktion von x ist. 

26. Inverse Punktion. Es sei y = f{x) eine Funktion der 
Veränderlichen rr, welche in dem Intervalle (a, V) gegeben und 
stetig ist, und es sei f{a)^a und f(b) = ß. Alsdann wird 
die Funktion y jeden Wert zwischen a und ß annehmen, aber 
sie kann ihn mehrmals annehmen. Wir wollen aber voraus- 
setzen, dafs f{x) jeden Wert zwischen a und ß nur einmal 
annimmt. Damit sich dies ereigene, mufs, wenn x von a bis 6 
geht, y immer im selben Sinne sich ändern, d. h. immer wachsen 
oder immer abnehmen; denn sonst würde es einen und den- 
selben Wert mehrmals annehmen. Fixiert man nun einen Wert 
von y zwischen a und /3, so giebt es einen und nur einen Wert 
von Xy für welchen f{x) = y wird; x als Funktion von y be- 
trachtet, heilst die inverse Funktion von f(x). 

Wenn eine Funktion f(x) stetig ist, so ist auch ihre in- 
verse stetig. Es sei y = f(x)] man gebe y einen Wert y^ 
und suche den entsprechenden x^y för welchen yo = f(^o) 
wird. Läfst man jetzt x zwischen a?Q + « und Xq — s variieren, 
wo € beliebig klein gewählt ist, so variiert y zwischen y^ und 
y^y wo y^ und y^ zwei y^ einschliefsende Werte sind. Alsdann 
gehört zu jedem Werte von y zwischen y^ und y^ ein Wert 
von X zwischen Xq-^ s und <Cq — £; die Differenz zwischen 
ihm und Xq ist kleiner als £, daher ist x eine stetige Funk- 
tion von y. 

27. Logaritlmien« y heilst der Logarithmus von x im 
System mit der Basis a, wenn a^ ^ x ist, und man schreibt 
y = «Log X. Die Basis a ist eine positive, von 1 verschiedene 
Zahl. Jede positive Zahl besitzt dann einen zu ihr gehörigen 
Logarithmus; denn, ist a> 1, so wächst o^ beständig von 
bis oo, wenn y von — cx> bis -|- oo geht, und zwar nimmt 
o^ dabei jeden positiven Wert einmal und nur einmal an. 
Da die Exponentialfunktion stetig ist, so ist es auch ihre in- 
verse, dey Logarithmus. 

Unter den unendlich vielen Systemen von Logarithmen 
sind diejenigen besonders gebräuchlich, deren Basis die Zahl 
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e = lim(l-] 1 ist; sie heifsen natürlidie (Neper'sche oder 

hyperbolische) Logarithmen , und wir bezeichnen sie durch log. 
AuTserdem sind die Logarithmen mit der Basis 10 besonders 
üblich^ sie heifsen dekadische (gemeine oder Brigg'sche) Lo- 
garithmen. 

Ist u eine stetige Funktion von x mit lauter positiven 
Werten^ so ist auch Logu eine stetige Funktion von x. Die 
Funktion W, in der u und v stetige Funktionen Ton x sind 
und wo u > ist^ ist ebenfidls eine stetige Funktion. Denn 
es ist u^ «. ßtpiogu jat ^^ besonderen v konstant und gleich m, 
so ist die Funktion u^^ wenn u eine stetige positive Funktion 
ist, ebenfalls stetig, mag nun m eine ganze Zahl oder ein 
Bruch oder irrational, positiv oder negativ sein. 

28. Grenzwert von (l + — j far unendlich grofses m. 

Wir wollen zunächst m ganze positive Werte geben; dann hat 
man nach dem binomischen Satze von Newton: 

^ , l\»n - , 1 , m(m — l) 1 , , w(w — 1)-..2.1 1 

1-J I s=: 1 -I- 1^ L. — i i. --1-...^. — i i . 

' w/ ' m * 1-2 w' ' ■ 1 • 2 • • • m ^m 

Dies können wir schreiben: 

('+wr->+n+A('-i)+n('-i)(i-|)+- 

dabei ist w! =« 1 • 2 • 3 • • • w gesetzt und alle Glieder sind 
positiv. Wächst m, so wachsen alle Glieder vom dritten an, 

aufserdem wächst ihre Anzahl. Daher wächst ( 1 -j ) be- 
ständig mit wachsendem m. Setzt man aber statt der Klam- 
mem ( 1 L (l ) y • • • die Einheit, so vergrofsert 

man die rechte Seite, also ist: 

(i+i)"<i+n + Ä + n+-+^ 

und um so mehr ist, wenn man nl durch 2* ersetzt: 

(,+i)-<2+i+^+...+_L,_2+iii 

2 
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oder: 

Also wachst der Ausdruck ( 1 -| ) mit wachsendem m 

besiändig und bleibt dabei kleiner als 3^ folglich hat er einen 
Grenzwert, der nicht gröfser ist als 3. Der Grenzwert von 

(l -| ] wird durch den Buchstaben e bezeichnet; wir werden 

später Methoden kennen lernen, um rasch seinen Wert zu be- 
rechnen. Die ersten Dezimalen sind: 

e *- 2,71828 18284 59045 • - • 

Geben wir jetzt m positive, nicht ganzfisahlige Werte. Es 
sei n die gröfste gfmze Zahl, die Ideiner als m ist, sodafs: 

n < w<n + 1; 
dann wird: 



n m n-i-t "w 'i» 'n + 1 

und daher: 

(i+ir>('+ir>(>+.-iir- 

Da nun: 

(i+±p>(i + ir -^ (> + dn)' < (' + .-Ti)" 

ist, 80 wird umsomelir: 

{' + ir > (' + iT > (' + .th)" 

oder: 

(i + i)- (' + ^) > (' + i)" > (i + d^r Ml + «-ii)- 

Laust man m unbegrenzt wachsen, so wachsen auch n und 
» + 1 unbegrenzt Das erste Glied hat den Grenzwert e, da 

lim (l -| y «= e und lim (l -| ) = 1 ist; das letzte hat 

(1 \n+l 
1 + yjLl/ ^^ ^ ^^^ 

lim (l -| — ~) = 1 ist. Daher hat auch (l + ~) , da es 
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zwischen zwei Zahlen enthalten ist, welche denselben Grenz- 
wert haben, ebenfalls den Grenzwert e, 

Geben wir schliefslich m negative Werte; wir nehmen sie 
kleiner als — 1 , damit der Ausdruck eine Bedeutung hat. 
Setzen wir m = — w, so ist n positiv und es wird: 

(i+ir-('-i)--("-?r-fer-(i+.4,)- 
-('+d^r(i+.-^)- 

Lafst man den absoluten Wert von m unbegrenzt wachsen, so 
wächst auch n unbegrenzt und, da lim ( 1 -| — -— j =s e 

und lim ( 1 + __ j = 1 wird, so wird auch lim ( 1 -^ j = e. 

Also erhält dieser Ausdruck immer denselben Grenzwert 6, 
welche Werte auch m durchläuft; nur mufs der absolute Be- 
trag von m über jede Grenze wachsen. 

Setzt man in den vorstehenden Formeln m = — , so strebt 

a gegen null, wenn | m \ unbegrenzt wächst; mithin hat 

L 
(1 + «)" für a = den Grenzwert e, 

29. Ereisfonktionen. Es sei x die Länge eines Bogens AM 
eines Kreises, dessen Radius gleich 1 ist; dann ist: 

JlfP=sina;, 0P= cosoJ. 

Erteilt man x einen Zuwachs. 
MM'j so bekommt der Sinus 
den Zuwachs QM\ der Cosinus 
den Zuwachs PP\ Es sind 
aber PP' und QW kleiner 
als die Sehne MM' und daher 
werden auch die Zuwüchse des 
Sinus und Cosinus null, wenn 
die der Veränderlichen ver- 
schwinden; sie sind also stetige 
Funktionen von x. 



Fig. S. 
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Die Gleichungen: 
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besagen, daTs auch die anderen trigonometrischen Funktionen 
stetig sind fär alle Werte x. Ausgenommen sind einzig und 
allein beim Tangens und Secans die Werte Xj welche den 
Cosinus annullieren, beim Gotangens und Gosecans diejenigen, 
welche den Sinus annullieren. An diesen Stellen werden die 
Funktionen unstetig, indem sie durch das unendliche hindurch- 
gehen. 

Ist u eine stetige Funktion von Xy so sind auch sin t6 
und cos w stetige Funktionen von x (Nr. 25). 

Die inverse Funktion des Sinus heifst Arcus sinus; setzt 
man also y = arc sin x, so heilst dies x ^ sin y, LäXst man 

y von — Y ^^^ H" T S^^^^ ^^ wächst a: = sin y stetig von 

— 1 bis -|- 1. Also gehört zu jedem Werte von x zwischen 

— 1 und + 1 ein einziger von y = arc sin x , der zwischen 

— — und + -^ enthalten ist. Dieser Wert ist jedoch nicht der 

einzige, dessen Sinus x ist; denn auch die Bögen arc sin x 4* 2A;ar 
und (2Ä; + 1) ^ — *rc sin x haben zum Sinus x, Ist | a: | > 1 , 
so giebt es keinen Bogen, dessen Sinus x ist. Versteht man 
jetzt unter y s= arc sin ic, wo | a? | < 1, den Bogen, der zwi- 
schen — — und + — enthalten und dessen Sinus x ist, so 

ist y eine stetige Funktion von x. In ähnlicher Weise ist 
y = arc cos x eine eindeutige und stetige Funktion von a;, 
wenn x zwischen — 1 und -|- 1 enthalten ist und wenn man 
fiir y denjenigen Bogen nimmt, der zwischen und % liegt 
und dessen Gosinus x ist. Bei passenden Verabredungen kann 
man auch arc tg x. arc cotg x. 

, . Fig. 8. 

arc sec x und arc cosec x zu em- 
deutigen Funktionen machen. 

30. Der Ausdruck erhalt, 

X ' 

wenn x null wird, den Grenzwert 1. 

Es sei der Mittelpunkt eines 
Kreises, und OA = 1 sein Radius. 
Der Bogen AM sei gleich x und 
ebenso AM'^=x, MT und M'T seien die Tangenten an den 
Kreis in M und M\ Dann weifs man aus der Geometrie 




26 £ntei Kapitel. 

UVM <MAW <UTU' oder 28ina?<2a;<2tanga?. Di- 



vidiert man durch 2 sin x und bedenkt, dafs tanir x — 

' ® 008 X 

ist, so erhalt man: 

sin a? cos x 

La&t man x null w^den, so ist -? — zwischen zwei Zahlen 

enthalten, deren eine konstant irleich 1 und deren andere -• 

' ^ cos X 

för 0? — den Orenzwert 1 erhält. Also haben auch -t — 

sina? 
und den Grenzwert 1; w. z. bew. w. 

X ' 



§ 6. Übungen. 

91. — 1) Es sei fix) eine ganze rationale Funktion von a:; 
wächst a? bis -f- oOy so wächst auch f{x) unbegrenzt^ und nimmt 
das Zeichen des Koeffizienten der höchsten Potenz an. 

2) Es sei y «-» i\j ^^ f ^^^ ^ gMize rationale Punk- 

tionen von x sind^ die keinen gemeinsamen Teiler haben. 
Dann ist y eine stetige Funktion von x für alle Werte x, 
welche 9 {x) nicht zu null machen. Ist a eine o(-fache Wurzel 
der Gleichung 9) (a?) — , so wird y für a? «* a unendlich von 
der Ordnung u.^ falls x — a unendlich klein von erster Ord- 
nung ist Wächst X unbegrenzt^ so erhält y einen bestimmten 
Grenzwert; der endlich und von null verschieden^ null oder 
unendlich grofs ist, je nachdem der Grad von fix) gleich^ 
kleiner oder gröfser als der von ^>{x) ist. Sind die Grade 
von fix) und ^>ix) gleich^ so ist der Grenzwert von y fiir 
x^^oo gleich dem Verhältnisse der Koeffizienten der höchsten 
Potenzen, sind die Grade ungleich, so wird y unendlich grofs 
oder klein von einer Ordnung, die gleich der Differenz der 
Grade ist, wenn man x als unendlich grofs von erster Ordnung 
betrachtet. 

3) In Nr. 25 ist bewiesen, dals e" eine stetige Funktion 

von X ist^ wenn u eine solche ist. Ist « unstetig, so kann ^ 

kontinuierlich oder diskontinuierlich sein. Setzt man z. B. 

i_ 
M.= — , so ist e* stetig för alle Werte x aufser a? = 0, wo 
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— unstetig wird. Wird x null, so strebt c* nach + oo oder 0, 
je nachdem x TOm Positiren oder Xeg&tiTen her nach nnll 

konvergiert. Die Funktion e '" wird, wenn man ihr an der 
Stelle X =^0 den Wert null erteilt^ für aUe Werte Ton x eine 
et«iige Funktion von x, obwohl — — fttr ä; =* unstetig ist. 

Die Funktion y=^ — 

a!"=0. Konvergiert 3! gegen 0, bo erhält y den Grenzwert a 
oder 6, je nachdem x von Positiven oder Negativen nach 
konvergiert. 

In ähnlicher Weise kann sin u unstetig sein, wenn u eine 
unstetige Funktion von x ist. Setzt man w -= -r-, so ist die 
Funktion y = sin — stetig fBr alle Werte x ausgenommen a; =- 0. 
Konvergiert x gegen 0, so schwankt y zwischen — 1 und -f- 1 
hin und her, ohne irgend einen Grenzwert zu erhalten. Die 
Funktion y«- aisin— wird mit x null und ist daher stetig, 
wenn mau fflr x^O auch y™»0 setzt. Die Funktion — sin — 
schwankt, wenn x null wird, dei^estalt, dafs sie anendlich oft 
jeden Wert annimmt. 

4) Zu beweisen, dafs 

«>i + T + ö + - + r:i^ 

und dafs 

«<i + T + r:¥ + -+r:¥7TS + r!Tri;-i; 

ist, welches auch die ganze Zahl m ist. 

5) Zu beweisen, dafs 

lim(l + ^)"'— e*. 

Sin Kapital C, das jährlich zu r% Zinsen angelegt ist 
und jeden n**" Teil des Jahres verzinst wird, nimmt nach 
t Jahren den Wert an 
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Man soll den Grenzwert hiervon für unbegrenzt wachsendes n 
finden. 

6. Wenn f(x +1) — f{x) hei unbegrenzt wachsendem x 
einen Grenzwert L erhalt, und wenn eine obere Grenze der abso- 
luten Werte von f(x) in jedem endlichen Intervall existiert, so 



hat auch 



fix) 



X 



denselben Grenzwert L. 



In der That, da lim [f{x + 1) — /"C^)] = L ist, so kann 

man zu einer willkürlich gegebenen positiven Zahl b eine Zahl 
N bestimmen, sodafs für jeden Wert von x'^N der Ausdruck 
I f(x +1) — f{x) — Zf I < £ wird. Man erteile nun x einen 
Wert > N und es sei n die gröfste ganze Zahl, welche in 
X — N enthalten ist; dann ist x — n = y zwischen N und 
3r + 1 enthalten. Da y, y + 1, y -f" 2, • • • > -W, so hat man 
die Ungleichheiten: 

I /"(y + 1) - /"(y) -L\<s 

|/"(y + 2)-/'(y + l)-i|<a 

j/-(y + «-l)-/^(y + w-2)-Z|<« 
\m, -f(y + n-l)-L\<a. 

Durch Addition ergiebt sich: 

\f(x)-f(y)-nL\<ns 

und dies giebt nach Division durch x und Substitution von 
X — y an Stelle von n: 



oder: 

fix) 



fix) 



X 



X 



< 



fiy) 



X 



fdi) 

X 


' X 


y L 

X 


' X 



<^^B 



X 



f{y) 



X 



' X ' 



x — y 



X 



€, 



Die rechte Seite besteht aus drei Summanden, von denen 
der letzte kleiner als s ist und daher beliebig klein gemacht 
werden kann. Der zweite Summand wird mit wachsendem x 
null, da L endlich und y < ^ -f" 1 ist. Der erste Summand 

^-^ ist kleiner als — , wenn l die obere Grenze der Werte 

X X ' 

von I /"(y) I in dem Intervalle (N, ^T + 1) bedeutet. Sein Grenz- 
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wert ist daher ebenfalls null und mitliin kann der Ausdruck 
'-^ — L beliebig klein gemacht werden, es ist also lim ^-^ 
= L, w. z. bew. w. 

In ähnlicher Weise kann man den Satz beweisen: 
Wenn mit unbegremt wachsendem x der Ausdruck \ f(x + 1) 
— f(x) I unbegremt loätiist und die Werte | f{x) \ eine obere 
Grenze in jedem endlichen Intervaße besitzen, so wächst aucA 



Die Bedingung, dafs die absoluten Werte von f{x) in 
jedem endlichen Intervalle eine obere Grenze besitzen, wird 
von einem bestimmten Werte von x an eine notwendige. Die 
Funktion f(x) = tg ax ist beispielsweise so beschaffen, dafs 
f(x-\-l} — f{x)^0 ist und dafs also auch der Grenzwert 
dieser Differenz null ist. Nichtsdestoweniger hat ^'"^ für 
unendlich grofses x überhaupt keinen Grenzwert. Die um- 
gekehrte Behauptung, dals, wenn lim ^^ = L ist, auch 
lim [f(x + 1) — /"(a^)] ■" -i wäre, ist nicht richtig; denn die 
Funktion f(x)^ ainita:, fBr welche lim^-i^-=0 ist, ei^ebt 
f(x +1) — f{x) ^ — 2 sin XX, einen Ausdruck, der fttr a; = oo 
überhaupt keinen Grenzwert erhält 

7) Zu beweisen: 

Wmn lim '^J^''' .= L (oder oo) ist, und wenn die 

absoluten Werte von f{x) in jedem endlichen Intervall eine obere 
Grütze be^teen, so ist auch lim -^^^ — L (oder oo). 



Werni f7\ mit wa^^sendem x gegen einen endlidiea 



Gremwert konvergiert oder imendlich grofs wird, und wenn f(x) 
immer po^Uv ist, so daß in jedem endlichen Jntervaile die Werte 
von f(x) nicht nur eine ob^e, sondern auch eine imtere von null 

verschiedene Grense besitzen, so konvergiert auch {/(x)]" g^cn 
denselben Grenew^t. 
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8) Zu beweisen, dafs die folgenden drei Gleichungen fttr 
jeden Wert von n bestehen: 

lim — = (X) , wenn a > 1 



limia*a;* — 0, „ a<l 

lim iSif -. . 



:» X* 



Die Torstehenden Punktionen liefern Beispiele von unend- 
lich grofsen und unendlich kleinen Werten, die keine Ordnung 
besitzen. So wird a" für a > 1 mit wachsendem x unendlich 
grofs; nimmt man aber x als un^idlich grofis von erster Ord- 

nung, so giebt es keinen Wert von n, fiir welchen — irgend 

einen endlichen Grenzwert erhält. Also wird a^ unendlich 
grofs von einer Ordnung, die jede durch eine Zlahl mefsbare 
Ordnung übersteigt. In ähnlicher Weise wird a*, wenn a < 1 , 
unendlich klein von einer Ordnung, die verglichen mit der 

von — jede durch eine Zahl mefsbare Ordnung übersteigt. 

log X wird von einer Ordnung unendlich grofs, die kleiner ist, 
als jede durch eine 2iahl mefsbare Ordnung. 

In ähnlicher Weise kann man beweisen, dafs die Funktion 
af, welche für alle positiven Werte von x definiert ist, gegen 
eins konvergiert, wenn x null wird; wird a; = oo, so wird 
auch ic* = oo und zwar von einer Ordnung, die gröfser ist 
als jede endliche Ordnung. Die Nr. 27 definiert die Funktion x^ 
nicht für negatives x. Der Ausdruck cxf hat dann, wenn x von 

der Form ist x = ,. , aufser einem einzigen positiven Wert 

nur imaginäre Werte. Hat x die Form x = ^ J] , so hat 

x^ aufser imaginären Werten nur einen einzigen negativen Wert; 

ist X ■*» ^ , 80 hat Ä* überhaupt keinen reellen Wert. 

9) Die Funktion f(x) = ax, in der a eine willkürliche 
Konstante bedeutet, ist die einzige stetige Funktion von x^ 
welche für beliebige Werte x und y die Gleichung erfüllt: 

(1) n^ +y)-= m + m ■ 
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In der That es sei f{x) eine Fanktdon, deren Werte die 
(jleicliimg (1) erßlllen; setzt man y^O, so wird f(j!) — f(x) 
-f- /"(O) , xmd daher 

(2) m-0. 

Setzt man y = — z, so wird =— /"(a;) + /"(— ») und 
dAer 

(8) n-x) fix). 

Setzt man y + « .an Stelle von y, ao ergiebt eich: 

/■(! + S, + «) - f(x) + /•(, + .)_/■(») + /-ö,) + /■(,) 

und allgemein wird 

(4) f(x,+x, + --.+x.)-nx,)+nx,)+'-+f(x.). 

Setzt man in dieser Formel alle x einander gleich, bo erhält man: 

(6) f(»x)-«nx). 

In dieser Öleichimg setze man » = 1 , und man erl^t 
/■(n) ™«b/"(1), oder, wenn man die Gröfse f(l) mit a be- 
zeiehnet, f(n) -= an. 

Diese Oleicbong gilt zunächst fSr ganze positive Zahlen n, 
die Formeln (2) imd (3) zeigen aber, daTa sie für jedes ganz- 
zahlige n gilt. 

Setzt man in (5) « -= ~ , wo m und « ganze Zahlen 
sind und n positiT ist, so erhält man f(m)^nf(—)f oder 
am = nfl—] , also wird f{—) =■ « — Diese Gleichung giebt 
die Fnnltionswerte für alle rationalen Werte der Veränder- 
lichen; fär diese wird nämlich f{x) = ax. Lälat man jetzt x 
gegen einen irrationalen Wert x^ konvei^eren, so konvergiert 
fix), da es ds stetig vorausgesetzt ist, gegen f{x^ und ax 
gegen ax,,, daher wird fix^ = ax^ . Also ist die einzige 
Funktion, welche sieh der angegebenen Eigenschaft erfreut, ax. 

10) Die Funktion /■(«)=. a" ist die einzige stetige Funk- 
tion von X, deren Werte der Qleichung genftgen: 

f(x + y)-f(.x)f(!,). 

11) Wenn für alle Wertepaare x, y die Gleichung besteht 

fi^y) = /'(*) fW) t so ist f(x) = ar", wo a eine Konstante ist. 
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12) Ist f{xy) = f{x) + f{y) y so ist f{x) = Log Xy wo 
die Basis des Logarithmns beliebig ist. 

13) Ist f(x + y)+f{x — y)=^2f{x)f{3i), so ist die 

Funktion f{x) entweder gleich cos ao; oder gleich — "-^ , 

wo a eine willkürliche Eonstante ist. 

14) Es sei f(Xyt) eine Funktion der beiden Veränder- 
lichen X und ty und wir wollen annehmen^ dafs für eine be- 
stimmte Klasse Ton Werten x der Grenzwert existiert^ den 
f(Xyt) erhalt^ wenn t entweder unendlich grofs wird oder 
gegen eine endliche konstante Gröfse konvergiert ^ oder auch 
gegen einen Grenzwert konvergiert^ der eine Funktion Ton x 
ist. Der Grenzwert von f(Xyt) wird im allgemeinen von x 
abhängen und eine Funktion von x sein. So ist beispielsweise 

lim (1 + -^) eine Funktion, die für alle Werte von x definiert 

ist, und gleich ^ (Übung 5). Die auf diese Weise definierten 
Funktionen Hefem Beispiele für Unstetigkeiten von Funktionen. 

Die Funktion F(x) == lim .J ist für alle Werte von x 

definiert und beständig gleich a, wenn x^O ist, sie ist 
gleich b, wenn :r = ist. Dieselbe Funktion kann man auch 

flehreiben: F(x) = lim — ^rr- • 

Ist o; > , so konvergiert x^ mit unbegrenzt wachsendem 
t gegen 0, 1 oder oo , je nachdem x kleiner, gleich oder gröfser 
als 1 ist. 

Die Funktion F(a?) = lim ^^^^f + ^^^ \ in der f und 9 

t=s» X -{-1 

für positive Werte von x definiert sind, ist für dieselben Werte 
von X definiert und fallt mit 9 (x) zusammen, wenn x <,! ist 

und mit f(x), wenn x>l ist; es ist 2?'(1) = ^^il±!LW. 

Die Funktion F(x) = ]im ^^ + ^^'"'^[~~ ^ ist für aUe 

Werte von x definiert und ist gleich 0, wenn x eine ganze 
Zahl ist; sie ist 1, wenn x nicht ganzzahlig und die nächst 
kleinere ganze Zahl gerade ist; F(x) ist gleich — 1, wenn x 
nicht ganzzahlig und die nächst kleinere ganze Zahl ungerade ist. 



Zweites Kapitel. 
Von den Ableitungen. 

§ 1. Definition der Ableitong. 

32. Besitzt das Yerhältnis des Zuwachses der Funktion 
zum Zuwachs der Veränderlichen einen bestimmten Grenzwert^ 
wenn der Zuwachs der Veränderlichen nnll wird, so heifst 
dieaer Grenzwert die ÄUeikitig der Funktion. 

Ist f/ = fix) die Funktion, Ax = h der Zuwachs der 
Veränderlichen und Ay™ f{x + Ä) — f{x) der entsprechende 
Zuwachs der Funktion, so ist die Ableitung der Grenzwert 
Ton -r^ ■= l — ^^ ffir nnendlich klein werdendes ä.' Ist 

z. B. f(x)=-ax + b, 80wird/'(j; + Ä) = o(« + Ä) + &, || = a 
und lim — ^ »™ o; also ist a die Ableitung von ax + b. Ist 
a = 0, so reduziert sieb die Funktion auf eine Konstante und 
ihre Ableitung ist null. 

Man bezeichnet die Ableitung einer Funktion y -= fix) 
durch y' oder f(x) oder auch durch Dy und Dfix). Sie 
hängt im allgemeinen ab von dem Werte, den ]nan x zuerteilt 
und ist daher eine Funktion von x. Es kann jedoch eine 
Punktion Überhaupt keine Ableitung besitzen; dies kann der 
Fall sein entweder för besondere Werte von x, oder auch fllr 
alle. Es ist sehr bequem, die Ableitung, welche der Grenz- 
wert eines Quotienten ist, einem wirklichen Quotienten gleich 
zu aetzen, und man setzt daher f(pö) = j^- Alsdann sind dx 
und dy zwei Gröfsen, welche das Differential der Funktion und 
das Differential der Veränderlichen genannt werden, und die 
einzig und allein durch die Bedingung verknüpft sind, dafs ihr 

0«Doccbi-Fe>no, Diff.- u. Iiit«Knl-B«chiiDiiB. 3 
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Quotient den Wert fix) hat. Eine von ihnen ist deshalb will- 
kürlich; man pflegt dx willkürlich zu wählen, und dann ist 
dy^=f{x) dx. Es ist also das Dififerential einer Punktion gleich 
der Ableitung multipliziert mit dem Dififerentiale der unab- 
hängigen Veränderlichen. Eine Punktion dififerentiieren heilst 
ihre Ableitung oder ihr Differential berechnen. 

Eine Funktion, die eine, bestimmte endliche Ableitung 

besitzt, ist stetig. Denn es ist Ay == -j^ Aa;; wenn nun Aa? 

null wird, so erhält -r^ einen endlichen Grenzwert t/' und 

daher wird Ay null. Wenn die Ableitung nicht null ist, so 
ist der Zuwachs der Punktion unendlich klein von erster Ord- 
nung, wenn man Arr als unendlich kleine Gröfse erster Ordnung 
betrachtet. 

33. Es sei y «= f{x) die Gleichung einer Kurve, die auf 
ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen ist (vergleiche Nr. 22). 
Setzt man OM=x, MP^y, MM'=PQ = Ax, QP'^Ay, 

so wird ^ der Tangens des Winkels, welchen die Gerade PP' 
mit der rc -Achse bildet. Läfst man Ax null werden, so kon- 
vergiert -r-^, wenn die Funktion f(x) eine Ableitung besitzt, 

gegen f{x). Daher konvergiert der Winkel zwischeii PP' 
und der aj-Achse gegen einen Grenzwert, und die Gerade PP\ 
welche den Punkt P mit einem andern Punkte P' verbindet^ 
konvergiert gegen eine Grenzlage und der Punkt P' nähert 
sich unbegrenzt dem Punkte P. Tangente an ein^ Kurve in 
einem Kurvenpunkte P nennt man die Grenzlage, gegen welche 
die Verbindungslinie des Punktes P mit einem andern Kurven- 
punkte konvergiert, wenn der zweite Punkt sich unbegrenzt 
dem ersten nähert. Besitzt deshalb die Funktion f{x) eine 
Ableitung, so besitzt die Kurve eine Tangente und diese bildet 
mit der a?- Achse einen Winkel a, dessen Tangens durch 
taug a=^ f(x) bestimmt ist. 

Auch in. den Fragen der Mechanik hat die Ableitung eine 
sehr einfache Bedeutung. Nehmen wir an, dafs ein Punkt P 
eine Gerade durchläuft. Es sei x die Entfernung eines be- 
weglichen Punktes P von einem festen Punkte der Geraden, 
also die Koordinate von P, und es sei t die Zeit, welche von 
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einem festen Zeitpunkte sn bis zn einem venLcderlicIien Zeit- 
punkte verflossen ist. Zu jedem Werte von t gehQrt eine 
Lage von P nnd daher ein Wert von x, also wird x = /"((). 
Die Bewegung des Punktes P keifst gleichförmig, wenn der in 
einem bestimmten Zeitabschnitte durchlaufene Raum diesem Ab- 
äüliiiitte proportional ist. Geschwindigkeit einer gleichförmigen 
Bewegung heifst das Verhältnis des durchlaufenen Kaumes zu 
der Zeit, die erforderlich war, um ihn zu durchlaufen. Ist 
die Bew^pmg eine beliebige und hat man zu einem gi^ebenen 
Werte von t den entsprechenden Wert von x gefunden, so 
erteile man der Zeit einen Zuwachs Af; dann erhält x einen 
Zuwachs A«, welcher von dem beweglichen Punkte in dem 
Zeitintervalle Aj durchlanfen ist, das auf den betrachteten 
Moment folgte. Das Terhältois -^ stellt die Geschwindigkeit 
einer gleichförmigen Bew^ung dar, welche in der Zeit Af den 
Kaum Aa; durchläuft; man nennt Geschwindigkeit einer be- 
liebigen Bew^^ng in einem bestimmten Zeitpunkte den Grenz- 
wert des Yerh^tnisses -^- Also ist die Geschwindigkeit bei 
einer beliebigen Bew^ung die Ableitung des Baumes nach 
der Zeit. 

§ 2. DiflMentfatioturegelii. 
34 Ableitung einer Summe. Es sei y — u + v — to und 
es seien m, v, w drei Funktionen, deren Ableitungen -r-, 

du fito ■ , , . . 

-.- , -.— smd; dann ist: 

Au =» A« + At) — Aw, -r^ = -5 \- -r -— . 

Läfst man Aa; null werden, so erhält man: 

_ dy _^ rf« j_ d» Aw^ 

dx ' 

Die Ahleittmg einer edff^aiscken Stmitne von mehreren 
FankÜottea ist gleidi der Summe der Ableittmgen. 

MnltipUziert man mit dx, so erhält man: 
(1) d{u + t) — v))-~du-^ dv — (fw. 

35. Ableitung eines Prodnktes. Es sei y -^ au, wo a eine 
Konstante nnd u eine Funktion von x ist; so wird Ai/ = aAu, 



Ajr ax fix- ' lir. /tr.' 
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^ = ^^-^; und, wenn man zur Grenze übergeht, 5^*=^j-; 

also wird 

(2) d{au) = adu, d. h.: 

Die Ableitung des Produktes von einer Konstcmten und einer 
Funktion ist gleich dem Produkte aus der Konstanten und der 
Ableitung der Funktion. 

Es sei jetzt y = mv, wo u und v Funktionen von x sind; 
dann wird: 

y + Ay = (w + ^^) • dp 4" ^^) = wv + w A v -f- v Am + Aw Av, 

Ay = mAv + vAm 4" AmAv, 

Ay utiv j^ t?At* ^^ AuAt? 



Ax 



Ax 



Ax 



Geht man zur Grenze über, so wird , = -r^ + -r^ , 

' aa; ax * dx ^ 

und daher: 

(3) df(t«t7) = udv + t^rfw, d. h.: 

Das Differential des Produktes zweier Funktionen ist gleich 
der Summe der Produkte von jeder Funktion mit dem Differen- 
tiale der omdem. 

Diese letzte Formel kann man auch schreiben: 

d{üv) du I dv 

UV t* ' t? 

Ist y gleich dem Produkte von mehreren Funktionen 
u^u^ • • • Un, so wird: 

d(uiu^ - ' u^) ^clu^ . d(u^^j,'"U„) ^du^ . du^ , ^(^••^n) ^ 



W, 



t«. 



ti. 



t« 






u 



u. 



t*. 



Sind die w- Faktoren einer und derselben Funktion u 
gleich, so wird: \^ ^ = n— oder d(M*) = nu^—^du. Die 



Ableitung wird A 
und daher -^^ — - = 



fiifn—i Ist M == a;, so wird 3— = 1 



c^o; 



(4) 



X dx 

= wa?*""^; d. h.: 

d(pif^) =^nx^~^dx. 



dx 



Von den Ableitungen. 37 

Kach dieser Formel hat man also eine Potenz mit ganzem 
positivem Exponentea zu differentiieren. 

Die Torhei^ebenden Formeln ennSglichen es, jede ganze 
rationale Funktion zu differentiieren. Ist: 

if ^ a^x» + OiX'-^ -\ [- o,, 

so wird: 

y'™ wöo«"-' + (» — l)«!«"-* + ■ — |- a^-i. 
36. Ableitung eines Uaotienten. Es sei ^ ->> — und v=^0; 
dann wird: 

gett man zur Grenze Über, so wird ~ — ■ 

(o) dy — p , d. k: 

i)aa Differential mnes QuoHenien ist gleich dem Nenner 
mal dem Differ^Hdle des Zahlers weniger dem Zähler mal dem 
DifferenHale des Nenners, ailes ditndiert durch das Quadrai des 
Netmers. 

Setzt man im besonderen den Zahler konstant gleich 1, 
80 wird dt« ^ und 

d'- — "i- 



'Tx 





Ist w = a?", 80 wird 

- = — mx-™ 



1 ,- „> ma:"~'da; 



Man erhält dasselbe Resultat aus Formel (4), wenn man dort 
den Exponenten ganz, aber negativ annimmt. 

37. Ableitung der Funktion einer Funktion. Es sei </ = /'(») 
und u»9)(a:); dann ist ^ vermöge u eine Funktion von x. 
Man nehme an, dafs die Funktionen f{ü) und ^>(£) eine Ab- 
leitung f(ii) und ^>'{x) besitzen. Erteilt man x den Zuwachs 
A:c und sind Au und Ay die zugehörigen ZuwOchse von u 
und y, so wird: 

A« - if{^ + Are) - if{x\ Ay = /■(« + A«) ~ /-(h). 

Ffir hinreichend kleine Werte von A;r mit AuBschlufs von 
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Aa?=0 werde nun Au nicht mehr null; dann '^^^^ä^*^ x^ * ä""' 
VSSsi man Ax null werden, so wird -r- gleich q>Xx) = ^- 
und Am wird null; ^ konvergiert aber, wenn Au nach null 
konvergiert, gegen f{^)=^j^> also wird: 

lün|y = ^ = /'(„).^»«^.^ und: 
£iic dx I \ y y \ / du dx 

(6) dy = f{u)q)'(x) dx = /^(w) dw. 

Diese Formel ist identisch mit derjenigen, welche dy so 
definiert, als wäre u die unabhängige Veränderliche; aber hier 
ist du = (p'{x)dx. 

Wird aber, wie klein man auch Ax wählen möge. Au 
für jeden Wert von Ax null, so bleibt die vorhergehende 
Formel trotzdem richtig. In der That, wird Au für unend- 
lich viele Werte von Ax null, wie klein diese auch sein 

mögen, so wird -r— fiir dieselben Werte null und sein Limes 

wird, wenn er überhaupt existiert, ebenfalls null. Es mufs 
also dann y'(ar) = sein. 

Lassen wir Ax null werden, indem wir ihm zunächst nur 
diejenigen Werte erteilen, für welche Aw =f= ist, so bleibt 
die frühere Überlegung anwendbar und daher wird 

Um^«=r(M)9>'(^) = 0. 

Geben wir Ax die Werte, fQr welche Am = ist, so wird 
auch Ay = 0, -z^ = und lim -^ = 0. Also ist der Grenz- 

i^ X £a X 

wert von -^ beständig null, in welcher Weise man auch Ax 

null werden läfst imd die Formel (6) für die Differentiation 
der Funktion einer Funktion bleibt richtig. 

38. Ableitung einer inversen Funktion. Es sei x eine 
Funktion von y, x^^q>{y)\ sie heilse direkte Fimktion, Wir 
setzen voraus, dafs sie eine inverse Funktion besitzt, d. h. dafs 
man auch umgekehrt y als Funktion von x betrachten kann: 
y=s=f(xy Besitzt q)(y) eine von null verschiedene endliche 
Ableitung, so besitzt auch die inverse Funktion eine von null 
verschiedene endliehe Ableitung. In der That, erteilen wir x 
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einen Zuwachs Aa^ und nenneD Aj/ den zugehörigen Zuwachs von y, 
dann ist -ä^ = T~' ^^s' ™*° ^^ ""J^ werden, so wird auch 

Ay nuU und ^ wird ,p'{if}. Also wird Um ^ — ^^^ oder 

(^) 5i"^V)^Ä' ^■''" 

i>ie .d&feituH^ ema- mpersen ^tinjrfiim tsj ^ reeiproke 
Wert der JNätung der ^irekien I\inktion. 

Es sei beispielsweise x ^if und m eine ganze positive 
Zahl. Lä&t man y von bis oo Taiiieren, so wächst x stetig 
von his CO. Dalier besitzt diese Funktion eine inverse; 
d. h. zu einem gegebeneu positiven Werte vop z gehOrt ein 
einziger positiver Wert von y, fBr den a; ™= t/" iet und der 

durch y — y/x = aj" bezeichnet wird. Die Anwendung der 
vorhergehenden Regel ergiebt j- ^ wj^— ' , -^ =«« — — ^ • 
Setzt man für y seinen Wert, so wird: 

Setzt man andererseits an Stelle von x jetzt M, wo u eine 
Funktion von x bedeutet, so ergiebt die Regel Aber Funktionen 

von Funktionen d\u") i— — w" du. Setzt man u »— x", wo 
n eine ganze Zahl ist, so wird: 

d\<e") — — a?™ rf«; 

also gilt die Formel (4) f&r die Differentiation einer Potenz 
auch für rationale Exponenten. 

39. Ableitung von Log x. Es sei ^ « Log x, der Loga- 
rithmus sei in Bezug anf eine positive Basis a genommen und 
X sei eine positive Veränderliche. Dann ist: 

||- '-°'" + ;'-''''«'' -|Log(l + A)_ALog(l + Af. 




40 
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Setzt man — = a, so wird — ?^ = — Log(l + «)". Wird a 

null, so wird: 

1 

lim (1 + a)** = e und lim ^ = — Log e 



oder: 



dLogx 1 T ji T dx T 

** =-Loge, dLoga; = — Loge. 



dx 



(8) 



Sind die Logarithmen natürliche^ so wird log 6 «= 1 und: 

7 1 dx 

d loff a? = — • 

o X 



Diese Formel gilt, welches auch die unabhängige Veränder- 
liche sein mag. 

Beispiele, Es sei: 



dann wird: 



»-hVS. 



^y-VM'Vm-vmm 



— X ,1 + a; 



Ist 



-\-x ^ V 1 — X V 1 + 
11 — X 1 — a; + l + a;, dx 

~ Y iTx ä — x)r "^ ~ izr^ ' 



-\-X 1 — X 



so wird: 



dy = 



+ x (i — xy 

y = log(a; 4" a + /a?*+ 2ax + &); 

da? 



1 + 



Va;*+2aa; + 6 



c^o; 



« + « + V^*+2aic+ & 



■|/a;*+2aaj-f ft 

40. Ableitung von a^. Es sei y =» a"^; nimmt man die 

Logarithmen in irgend einer Basis, so wird Log y ^= x Log ä 

und daher 

Logy dx Loge 1 

Loga^ dy Log a y^ 



X 



dy Log a _ ^^ Logg 



oder: 



da* = a* 



dx ^ Loge 
Log a 



= a- 



Loge 



dx = 



a 



Loge 

Ist a^^ e^ so wird: 
(9) de* 



'Loge 



dx =- a* log a dx. 



^dx. 
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41. Ableitung vob W. £a sei y >= u", wo u und v Punk- 
tionen TOD X sind und u nur positive Werte annimmt. Es 
wird 1/ ^ c"!"«" und daher 

dy = e'W"d(tilogM) — e*'''B"(f> ^ + log ud«) = 

= üM»-' du + W log udv. 
Macht man z. B. u konstant gleich a, so wird du^O und 
da' = a' log a dv. 
Dies ist die Formel zur Differentiation von Exponentialfunk- 
tionen. Setzt man v konstant = m, so wird: 

dji" «= »»«™- ' du. 
Dies ist die Formel zur Differentiation einer Potenz. Also 
gilt (4) fBr jeden Wert von «. 

42.' Ableitimg der trigonometrisolien Funktionen. Es sei 
y = sin x; dann wird: 

Aj,-.m(l + *)-»in»:-2,iii|»s(l + i), 



lÄTst man Ä null werden, so wird lim — = 1, 

lim cos (i'^ + y) *" cos x, also: 

(10) — ^ — = cos X, Ä sin a: = cos xdx. 
Ist jr >» cos X, so fo%t: 

Ay = cos (a: 4" Ä) — 608« = — 2 sin -5- sin (* + y) » 
■ A 

2 
Also wird an der Grenze 

/■, t\ d eoax . , ■ ^ 

(11) — ^ — ■ •== — emx, dcoa x^ ~~ aui xdx. 

Die Ableitung des Cosinus kann man auch dadurch finden, 



v 
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dais man beachtet, daCs cos a? = sin ( y — x) ist und dafs man 

differentiiert nach der Regel über die Funktionen von Funktionen. 
Die anderen trigonometrischen Funktionen lassen sich 
rational durch Sinus und Cosinus ausdrücken; wendet man 
dann die bekannten Regeln an^ so findet nuua: 

(12) iteng«-^, rfcotg« jgj, 

/t o\ j sin X j j cos X y 

(13) a sec rc = — ?- dx. a cosec a? = r-=— dx, 

^ ^ cos' ic ' gm* X 

Es sei jetzt y «» arc sin o?; o? sei zwischen — 1 und -f* 1> 
y zwischen — y und + y enthalten^ entsprechend den Ver- 
abredungen der JSTr. 29. Dann hat man x =^ siny, dx=^ cos ydy 

und 3^ = Will man die Ableituncc als Funktion der 

ao; cos j^ ^ 

unabhängigen Veränderlichen x ausdrücken^ so beachte man, 
dafs cos y = yi — sin*y = "j/l — x^ ist. Dabei mufs man der 
Wurzel das positive Zeichen geben, weil für — v "^ ^ "^ T ' 
cos y positiv ist. Mithin wird: 

(14) d arc sin a? = 



Es sei y »= arc cos i»; dann wird: ' 

X «s cos y, da? = — sin ydy^ 

(15) j^ = j — = , aarccosa: = , 

^ ^^ drc srny yi__ajt* yi — j.« 

Dabei mufs man, entsprechend unserer Verabredung, dafs 
y zwischen und n enthalten sein soll, die Wurzel positiv 
nehmen. 

Ist y = BXQ,igXy so hat man: 

\ j dy dy ^ 1 

ir=:tffy, aa? = — f-, -^ = cos*y = 7-i — =, 

(Z arc tff a? =« 7-1 — = • 

® l + OJ* 

In ähnlicher Weise findet man: 

(16) dfarccotga; = — j^^,, 

fix dfiß 

(17) darcseca? = — , d arc cosec a?= — 



«y»*— 1' «y«»— 1 
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Die Torstehendeo Fonneln gestatten die Äbleitnng einer 
jeden Funktion zu berechnen, die durch Anwendungen einer 
endlichen Anzahl von Additionen, Subtraktionen, Multiplika- 
tionen, Divisionen, Fotenziemngen mit irgend einem Expo- 
nenten, Logarithmierungen und Bildungen der direkten oder 
inversen KreiBfunktionen entstanden sind. 

§ 3. 8&tse über Ableltnngen. 

43. Eine Funktion f(x) wächst an der Stelle x ^ x^, 
wenn ihr Zuwachs f(Xf, + Ä) — f(xg) für hinreichend kleine 
I A I im Torzeichen mit h fibereinstimmt, sie nimmt ab an der 
Stelle X '= x^y wenn ihr Zuwachs fQr hinreichend kleine | h \ 
das entgegengesetzte Zeichen wie h hat 

Satz I. Ist die Ähleifung positiv, so wächst die I\tnktion; 
ist sie negativ, so nimmi die Funktion ab. 

In der That, es sei f(x) die Funktion und f(x) ihre Ab- 
leitung; dann wird: 

und daher: 

A^. + »^-A«.) _^(^^) _,. „_ /■(». + *)-«,.)_*[/•(«.) + .],' 

WO a mit h unendlich klein wird. Ist nun f{x^ nicht null, 
so kann man a absolut kleiner als f(x^) machen, wenn man 
nur h hinreichend klein macht. Dann hat f(Xff) -\- a das 
Zeichen von f{x^) ond f{x^-\- h) — f{x^) das Zeichen von h 
oder das entgegengesetzte, je nachdem /"{x^) positiv oder 
negativ ist. Die Funktion wächst also bei positivem, sie 
nimmt ab bei n^ativem f(x^)- 

44. Säte II {von Eolle), Ist fix) eine ¥\mktion von x, 
die in einem Intervalle (a, fc) gegeben ist und für aUe Werte x 
in diesem IntemaUe eine en^iche AMeitung f'(x) hesitet und ist 
endlich f(a} -= und f(b) = 0, so gi^t es einen Wert x^ 
zwischen a und 6, der von a und b verschieden ist und für den 
die Ableitung verschu?indet. 

In der That, einmal kann f(x) für alle Werte x zwischen 
a und b null sein, und dann ist ffir jeden Wert von x in 
demselben Intervalle f{x) = 0. Im allgemeinen aber wird 
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f{x) auch von null verscliiedene Werte annehmen; diese können 
dann sowohl positiv als negativ sein. Nimmt f(x) positive 
Werte an, so betrachte man den gröfsten unter ihnen; dieser 
existiert (vergl. Nr. 21); denn da f{x) eine Ableitung besitzt 
in dem Intervalle (a, 11)^ so ist es nach Nr. 32 auch stetig. 
Es sei x^ ein Wert, för den f{x) ein Maximum wird, dann ist 
f{x^ + Ä) — f{p\) immer negativ, welches auch h sein mag. 
Versteht man also jetzt unter h eine positive Gröfse, so ist 

der Ausdruck -^ — __, ^^ immer positiv oder null, während 

der Ausdruck ^ . — ^-^ immer negativ oder null ist. 

Beide müssen aber, wenn h null wird, denselben endlichen 
Grenzwert ergeben, nämlich f{x^. Also ist f{x^ = 0, w. z. 
bew. w. 

Wenn die Funktion nur negative Werte annimmt, so wird 
sie ein Minimum für einen Wert x^ zwischen a und 6; durch 
eine ähnliche Überlegung zeigt man, dafs für diesen Wert die 
Ableitung verschwindet. 

45. Satz HL Besitzt f(x) für alle Werte x in dem Inter- 
valle (a, b) eine endliche Ableitung^ so ist: 

WO x^ eine Gröfse zwischen a und b ist. 

In der That, man betrachte die Funktion 

F(x) = fix) - f{a) - f=| m) - /•(«)]; 
sie wird null für x = a und rc = 6; sie besitzt überdies eine 
Ableitung F\x) = f(x) — ^^^^ZT^ ^^ ^® ^^^te x zwischen 
a und b. Daher giebt es einen Wert x^ zwischen a und 6, 
far welchen l^'(^i) = 0, also TC^i) = ^r^?"^ wird. Die 

vorstehende Formel läfst sich verschieden schreiben. Man 
setze 6 = a + ^; ^* ^i zwischen a und b enthalten ist, so 
kann man es auf die Form bringen a:^ «= a + ÖÄ, wo eine 
Gröfse zwischen und 1 ausschliefslich der Grenzen bedeutet. 
Durch Multiplikation mit h ergiebt sich daher: 

f(a + Ä) - f{a) = hfia + OÄ); 



1 •■ 

^H bestims 
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eine sehr wichtige Formel, welche unter der Voraussetzung 
gilt, dafs f{x) für alle Werte x zwischen a und o -(- Ä eine 
endliche Ableitung besitzt. 

Man kann den Torstehenden Satz Tera%enieinem. 

Es seien f(x) und ffi{oc) Funktionen, die in dem Intervalle 
(a, V) eine endliche Ableitung besitzen und man nehme an, 
dsfs <f'{x) för keinen Wert von x innerhalb desselben Inter- 
valles verschwindet, man lasse aber zu, dafs es an den Enden 
X = a und a: ■= ft verschwinden darf. 

Man betrachte die Funktion 
F(x) _ f(x) - f(a) - A«-=(<| [,.(«) - ,p(«)] , 

d.„„ i.t f(a)_0, f(i)-0, i^W-rW-^^I^Äy'W- 
Daher giebt es einen Wert a:, zwischen a und h, für welchen 
Fix) = 0, oder f{x^) = -^~^. <p\xC) wird; dividiert man 
durch tpXx), welches nicht nuU ist, so erhält man 

Setzt man in dieser Formel b -^ a + h, Xj^ = a -\- Qh, so wird: 

46, Säte IV. Wenn die Ableitung einer FtaMon für alle 
Werte x im Innern des IntervaUes nuä ist, so beU in ihm f{x) 
einen Iwistanten Wert. 

In der That, ist a ein Wert von x in dem gegebenen 
Intervalle, « + Ä ein zweiter Wert von x in demselben Inter- 
valle, so ist: 

f(„ + V)-f(a)-hf(^ + «h). 

Da a -\- &h ebenfalls in dem gegebenen Intervalle liegt, so ist 
f'{a + eA) = und f{a + Ä) = f{ä) konstant in dem Intervalle. 

Satz V. Haben ewei FutMonen f{x) und <p{x) in ein^n ge- 
gebenen Intervalle gleiche AMettungen, so ist ihre Differenz konstant. 

In der That, man setze ^"(3;) = f(x) — q>(x); dann wird 
F'(x) = fix) — <p'(x) = und daher ist F{x) konstant. 

§ 4. HSliere Ableitongen. 

Besitzt eine Funktion f(x) für die Werte x eines 
bestimmten Intervalles eine endliche Ableitung f{x), so ist 
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f{x) im Allgemeinen eine neue Funktion von x^ welche eine 
Ableitung besitzen kann. Man bezeichnet diese durch f\x) 
und nennt sie die zweite Ableitung von f{x\ indem man f{x) 
als erste Ableitung bezeichnet. 

Die Ableitung der zweiten Ableitung heifst dritte Ablei- 
tungy sie wird durch f"{x) bezeichnet u. s. w. Die w** Ableitung 
wird durch f^*^(x) bezeichnet. Man erhalt die successiven Ab- 
leitungen der im Vorstehenden behandelten Funktionen durch 
wiederholte Anwendung der Differentiationsregeln des § 2. 

Beispiele. 1) Ist y = af*, so wird: 

y(«) SS m(m — 1) • • • (w — n + l)af*' 



\ — H 



Ist m eine ganze positive Zahl^ so ist die m^ Ableitung 
konstant und gleich ni\, die folgenden Ableitungen sind nulL 
In allen anderen Fallen sind unendlich viele Ableitungen vor- 
handen^ die sämtlich Funktionen von x sind. 

2) Ist y = Log Xj so wird: 



y(«) = (_ i)«-i . (üLzi)] Log e. 



«" 



3) Ist y = gin ir, so* wird: 

y'= cos Xy y"== — sin Xy y'"— = — cos x^ y^^ = änx, • • • 

Die Werte wiederholen sich also periodisch. Man kann auch 
schreiben: 

.y'=sin(a; + |-), y"= sin(sf + ^), • • .. 

y(«)=sin(a; + ^). 

4) Ist y = a', so wird y'=^ a* log a, y"= a*(loga)*, • • • 

y(») «r a* (log ay. 

48. w*** Differential oder Differential n^ Ordnung einer 
Funktion y heifst das Produkt aus der n^^ Potenz des Diffe- 
rentiales der unabhängigen Verilnderlichen und der w**" Ab- 
leitung der Funktion. Die w*® Potenz von dx wird durch 
dx*^ bezeichnet (während d(a^) das Differential von x^ bedeutet^ 
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also nX'—'-dx), und das «*" Differential Ton y wird dnrclL if'y 
bezeiclinet. Also ist, w^in ys^fi^x) gesetxt wird: 

d»y = /■(•)(i)dx- 
nnd daher 

Diese Bezeiclmutigsweise ist sehr gebräuchlich, um die 
' BueoessiTen Ableitungen darzustellen. Differentiieren wir in 
der Gleichung dy^f{x)dx beide Seiten und betrachten dx 
sJg konstant, so erhalten wir ddy^^f'{x)dx* oder drfy = (Pyj 
anEdog wird dd*y — rf'y u. s. w. Irgend ein Differential von 
belieb^ hoher Ordnung wird alao erhalten, indem man das 
Torhergehende Differential differentiiert und dx als konstant 
betrachtet. 

*§ 5. Übungen. 
49. 1) Die folgenden Funktionen sind zu differentiieren: 



log cosa;, logtg -^j 




2) Die Funktion x — log(l + x) soll differentiiert und 
aus dem Vorzeichen der Ableitung hergeleitet werden, dafs 
für alle positiven Werte von a:, a; > log(l + x) ist. 

3) Ein einfaches Mittel zur Auffindung von Identitäten 
besteht darin, d^ man eine und dieselbe Funktion, wenn 
m^lich, auf verschiedene Formen bringt oder verschiedene 
Differentiationsmethoden anwaidet. So hat man z. B.: 

sin (x -\-y) = sin x cos y -|- cos z sin y 
und erhält hieraus durch Differentiation nach xi 
cos {x-\-y') = coB X eoB y — sin « ein y. 

4) Erhebt man {o + «) zur «*" Potenz, so ei^ebt sich 
ein Resultat der Form: 

Durch Differentiation folgt: 



\ 
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{*) w (a + xy-'^ = ^1 + 2^a; -\ 1- w^a;«-^ 

n{n — 1) (a + xy-^=2Ä^ H f- w(w — VjAnaf"-^ 

n(n — 1) • • • (w — r + 1) (a 4" ^Y^*' = 

= r! J^ H f- w (w — 1) • • • (n — r + 1) -dUa?*»-'* 

Setzt man in diesen Formeln a? = 0, so erhält man so 
viele Gleichungen als Koeffizienten Ä^, A^- - ^ An und findet: 



• • 



^_ n(n-l)-.-(n-r + l) ^ ^^_ ^ 

Auf diese Weise ist der binomische Satz von Newton 
fär ganze positive Exponenten n erwiesen. 

Dieselbe Formel kann man beweisen, indem man (*) mit 
(a + x) multipliziert und die Koeffizienten derselben Potenzen 
von X auf beiden Seiten gleichsetzt. 

Man würde in ähnlicher Weise den Taylorschen Satz für 
ganze rationale Funktionen von x beweisen. 

5) Aus der Gleichung: 

1 +x + x^'\ h^= l^.a; J 

welche fär jedes von 1 verschiedene x gilt, findet man durch 
Differentiation und darauf folgende Multiplikation mit x: 

' ' ' (1 — xy 

Durch weitere Differentiation kann man hieraus der Reihe 
nach die Sunmien erhalten: 

l^x + 2^x^'\ h n^x^, V'x + 2'^x^'\ + rv'x^, u. s. w. 

immer unter der Voraussetzung a? =j= 1. 

Setzt man in diesen Ausdrücken x=ly so stehen links 
die Summen der Potenzen der natürlichen Zahlen, aber die 

rechten Seiten erhalten die unbestimmte Form -t-- 

6) Man wähle f{x) = x^] diese Funktion ist für alle 
Werte von x definiert und stetig. Ihre Ableitung für a? = ist 
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der Grenzwert von j. oder von h '. Aber h ■ 

wächst mit verscliwindendem h unbegrenzt nnd ist positit, 
wenn h vom Positiven her in die NuU rückt, es wird negativ, 
wenn h vom Negativen her in die Null rückt. Alao bat f{x) 
keine endliche Ableitung für x ^0. 

7) Die Faoktion f{x) ^ x sin — , der man filr a; = den 
Wert f(0) — zuerteilt, iat Bt«tig. Ihre Ableitung fttr a: ^ 
ist der Grenzwert von w > *l80 der von ain -,- für Ä^O. 
Da aber sin -r- für verschwindendes h überhaupt keinen Grenz- 
wert hat, so hat die Funktion x sin ~ auch keine Ableitung 
an der Stelle x ^0. 

8) Die Funktion y ^ x — ^ j- ist stetig, wenn man 

ihr für a; = den Wert zuerteilt. Sucht man die Ableitung' 
und bildet -~ , so ist dessen Grenzwert 1 oder — 1 für a: = 0, 
je nachdem ^x negative oder positive Werte erhält. Diese 
Funktion hat also keine Ableitung für a: = 0. 

9) Ist fix) für alle Werte x eines g^ebenen Intervalles 
stetig und besitzt es dort eine bestimmte endliche Ableitung, 
so ist es im allgemeinen nicht richtig, dafs dann diese Ab- 
leitung in dem gegebenen Intervalle ebenfalls stetig ist. So 
ist f{x) ^ a:*flin — , wenn man /'(OJ ^ nimmt, eine stetige 
Funktion von x und besitzt fSr alle Werte x eine endliche 
Ableitung. Denn ist x von null verschieden, so erhält man 
die Ableitung nach den bekannten Regeln: 

/'(a;) = 2a;sin^ — co^-■ 
Für x = ergiebt sich die Ableitung aus ihrer Definition: 

^(0) _ ta «»tm _ ii„. » ,b, i. _ 0. 

NichtsdestowBniger ist f{x) diskontinuierlich für ar ^ 0, da 
mit verschwindendem x die Funktion f(x) überhaupt gegen 

Oenoccbi-PeaiiD, Diff.- n. Integnl BKhnDng. 4 
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keinen Grenzwert konvergiert; der erste Summand wird zwar 
null, aber der zweite schwankt unbegrenzt zwischen — 1 und 
+ 1 hin und her. 

Gleichwohl können wir die folgenden Sätze [10) — 14)] 
beweisen. 

10) Besitzt f(x) in einem gegebenen Intervalle eine Ab- 
leitung f(x) und konvergiert f{x), wenn x = a wird, gegen 
einen Grenzwert A, so ist dieser Grenzwert der Wert, welchen 
die Ableitung für a? = a annimmt, es ist also A = r(a). 

In der That, man hat ^^^ + ^] ^ ^^""^ = f{a + ^h\ 0<e<l. 
Mit verschwindendem h wird a + ÖÄ gleich a und f{a + ÖÄ) 
gleich A, Auch ^^"^ ^ — -^ konvergiert gegen einen Grenz- 
wert /^(a); also ist f{a) = A. 

Ist also f{pc) diskontinuierlich für x= a^ so kann f(x)y 
wenn x gegen a konvergiert, überhaupt keinen Grenzwert 
erhalten. 

11) Besitzt f(x) in einem bestimmten, den Wert a ein- 
schliefsenden Intervalle eine Ableitung, so nimmt f{x) unendlich 
oft Werte an, die beliebig nahe an f(a) liegen; d, h. fixiert mmi 
eine beliebig Meine positive Zahl s, so kann man ein Intervall 
um a bestimmen, sodafs in ihm f(x) unendlich viele Werte an- 
nimmt, die von f{a) um weniger als a abweichen, 

12) Besitzt f(x) eine endliche Ableitung in dem Intervalle 
(a, b), und haben f{a) und f(b) entgegengesetztes Zeichen, so 
giebt es einen Wert x zwischen a und b, für welchen die Ab- 
leitung verschwindet 

13) f(x) besitze eine Ableitung im Intervalle {a, b) und es 
sei f{a) = A, f(b) = B. Läfst mmi x das Intervall durch- 
laufen, so nimmt f{x) alle Werte zwischen A und B an. 

14) Besitzt f(x) eine Ableitung f{x) in dem Intervalle 
(a, b) und kann man in einer beliebig fiaderten Gröfse € ein r 
bestimmen, sodafs für jeden Wert von x im Intervalle und jedes 



fix + h)- fix) 



\h\<r der Ausdruck '' "^ )["' ' — A^) 
die Ableitung eine stetige Funktion und umgekehrt. 



< B wird, so ist 
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15) Es sollen die Formeln bewiesen werden: 
d"(« + r) ^ d'M -f- d"c 

d" (om) = ad'u 
d'(au -j- bv) = ad'K -j- fctfti, 
in denen u und v Funktionen von x, a und b Konstante be- 
deuten. 

16) Sind u und v zwei Funktionen von x, so hat man: 

d- (uv) = ud^v + (") d«*?— »« + (g) d^ud'-^v -\ f- vd'u. 

Die Koeffizienten der Glieder sind diejenigen, welche beim 
binomischen Satze auftreten. Daher Mst sich die vorige 
Formel symbolisch schreiben: 

■ d'{uv) = (du-i-dvy. 
Dies besagt, dafs man (du + d«)" nach dem binomischen Satze 
entwickeln und im ersten und letzten Gliede die 0" Potenz 
von du bezw, dv mitschreiben soll. Schreibt man dann d"« 
und (}*» für du" und dv^, und setzt « = d'^u, v ^ d"«, so 
entsteht d'{uv). 

Ähnlich ergiebt sich symbolisch: 

d'{uvw ■ ■ -t) ^ (d« + dw + ■ ■ ■ + dt)", 

17) Man setze m^,^ m, u^ ^ Y i ' ' ' **■ °" ~r ^^^ 8^" 
brauche analoge Bezeichnungen fOr v und ^. 

Ist y = MV, so erlmlt man aus der vorigen Nummer die 
Gleichung: 

18) Es sei y = — ; dann hat man u — vy. Differentiiert 
I man diese Gleichung und bedient sich der Bezeichnungen von 
K Nr. 17, so entstehen die Gleichungen: 

m Mo =«0^0 

W ''i = viä/o+''oyi 
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Aus ihnen kann man der Reihe nach yo^ ffi, * • • ffn durch 
die Ableitungen von u und v ausdrücken. Löst man das 
Gleichungssystem mit Hülfe der Determinantentheorie auf, so 
erhält man: 





»0 












... 


«0 




"l 


^0 
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«1 
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• • 


»1 

• • 
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^9 
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* * 


» • • 


• 


f»-l 


Vn- 


-t 


Vn- 


-8 


••• fo 


Un-l 




Vn 


V— 


-1 


Vn^ 


-t 


• • • », 


Un 



Dies kann man auch schreiben: 



"* «4 «1 1 1 I M 8 



»1 »0 



u 



'»— > 



»1 t»„ 
»a f 1 »0 

V, V, V, 



+ 



19) Es sei y = F(u) und w = 9>(iP), also y eine Funktion 
Ton X vermöge u. Man hat: 

Differentiiert man diese Gleichung mehrmals, so erhält man: 
== Fiu) • «'" + i?"(M)3M'M"+ F"'(u) • m" 



da; 



+ jF»6m'«w"+ F^(u) . w'* 



Diese Ergebnisse sind in der Formel enthalten: 

dx* ^ a\ßl"'X\ \ll/ * \2I/ ' \nlj ^ 

in welcher die Summe rechter Hand über alle Glieder aus- 
zudehnen ist, die man erhalt, wenn man r alle Werte von 
1, 2, • • • w und a, /3 • • • A alle ganzen positiven Werte ein- 
schliefslich der Null erteilt, dabei . aber die Bedingungen be- 
rücksichtigt: 

« + /3 H h ^ = ^ a + 2/J -I 1- «A = n. 
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Verifiziert man diese Formel för n ■= 1, 2, '• • ■, so VS,ki sieb * 
leicht weiter zeigen, dals sie für « + 1 gilt, wenn sie fflr 
n gilt. 

30) In besonderen Fällen kann man die Ableitung »*" Ord- 
nung einer Funktion durch besondere Kunstgriffe bestimmen. 

Es sei jf = . -_ ^ - i ; dann kann man scbreiben 

i-iiih + Th) 

lind erlüilt durch eine »-malige Differentiation: 

21) Es sei y = a-Tctgx. Man hat y'"^ , -\-x' ' ^^^^ 
man diese Ableitung als Funktion von y aus, so wird p'=^ cos'y. 
Durch BuccessiTe Differentiation entsteht die Formel: 

^ == („ _ 1) ! cos- y ■ sin n ()/ + -J) ■ 




^ 



Drittes Kapitel. 
Von den Reihen. 

§ 1. Definition der Beihen. 

50. Reihe heifst eine Aufeinanderfolge von unendlich vielen 
Zahlen Wo**i^- •; ^^® ^*®^ einem bestimmten Gesetze gebildet 
sind. Die Zahlen u heifsen die Glieder der Reihe, m„ heifst das 
allgemeine Glied; es ist eine Funktion des Index n. Ist Un als 
Funktion von n gegeben, so genügt es, w = 0, 1, 2, . . . zu 
setzen, um so viele Glieder der Reihe zu bekommen, als man 
will. Aber das Bildungsgesetz der Reihe kann auch auf andere 
Art bestimmt sein. 

Eine Reihe heifst hmvergent, wenn die Summe der n ersten 
Reihenglieder mit unbegrenzt wachsendem n gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergiert und dieser Grenzwert heifst die 
Summe der Reihe. Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifst 
divergent 

Die Summe der n ersten Reihenglieder pflegt man durch 
Sn zu bezeichnen; es ist also: 

^n = Wo + % H h «*n-l . 

Die Summe der konvergenten Reihe bezeichnet man mit s, es 
ist also 5 = lims„. Man schreibt auch: 



n=Qo 



Hört man beim n^^ Gliede einer konvergenten Reihe auf, 
so heifst die Differenz zwischen dem Grenzwerte s und der 
Summe s» der Rest der Reihe; bezeichnet man ihn durch r«, 
so wird daher 

S ^= Sn ~f~ ^n • 

Mit unbegrenzt wachsendem n wird r„ = 0. 
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r 

■ 51. Als Beispiel einer Reihe kann man die geometrische 
K ProgreBsion betrachten: 

■ a, ax, ax*, . . . , amf, . . . 

\ Ter 



ihr ist 8, — > a + aa: + ■ ■ ■ + aa;"-', und, wenn x Ton 1 
verschieden ist, so wird: 



Ist X absolut kleiner als 1, so erhält a?' mit unbegrenzt 
wachsendem n den Grenzwert nollj also konvergiert 5, gegen 
eine Grenze. Die Reihe ist demnach konyergent und hat zur 
Summe s = _ ; ihr Rest ist r„ = _ -■ 

Ist X absolut gröfaer als 1, so wächst | x' \ mit wachsen- 
dem i( unbegrenzt und dasselbe geschieht mit s». Die Reihe 
ist also dann divergent, vorausgesetzt dafs a^O ist. 

Ist X'= 1, so entsteht die Reihe a,a,a,.... Es wird 
s„ = na, mit wachsendem n wird also s, unbegrenzt grofs 
und die Reihe ist divei^ent Ist x^ — 1, so entsteht die 
Reihe a, — a, a, — a, . ... Man erhält s, =^ a oder 1= 0, je 
nachdem n ungerade oder gerade ist. Also hat dann s. über- 
haupt keine Grenzwerte; die Reihe ist wieder divergent 

g 2. Sätze über Beihen. 
52. Säte. MidüpUeiert man die Glieder einer konvergerUen 
Reihe mt einer Gröfse a, so ist die neue Reihe wieder konver- 
gent und ihre Summe ist das a-fache von der Summe der wr- 
sprünfflicken Reihe. 
ka sei 

«0, «1, «a, . . . 
die vorgelegte Reihe. Dann ist die Reihe, deren Glieder das 
o-fache der Glieder jener Reihe sind: 

aUg, auj, au^, . . . 

8- = «0 + «1 + ■ ■ ■ + «-I 
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Wächst n unbegrenzt, so konvergiert Sn gegen Sy die 
Summe der vorgelegten Reihe, und daher wird lim 8n =« as. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 

53. Satis, Addiert man die entdeckenden Glieder zweier 
konvergenter Reihen , so entsteht wieder eine konvergente Beihe, 
deren Summe gleich der Summe der Summen der beiden ersten 
Eeihen ist 

Es seien 

und V 



u 



o; 



U 



j; 



% 



'2 7 



o; 



V. 



17 



V 



2 7 



die beiden gegebenen Beihen. Dann ist: 

lim «« = 5 , lim Sn = s\ 

Die Reihe, welche durch Addition der entsprechenden 
Glieder der u- und «-Reihe entsteht, ist: 

Setzt man 

Sn = K+ t^o) + K +^\)-\ h (W«-1 + Vn-l), 

SO wird 

Sfi — on — |- Sfi . 

Da nun lim 5» = 5, lim 5« = 5' ist, so folgt auch, dafs 
lim Sn = s + 5' wird, wie behauptet war. 

54. Sat0. Aus einer konvergenten Reihe entsteht wieder eine 
konvergente Reihe, wenn man eine endliche Anzahl der ersten 
Glieder fortläfst und umgekehrt. 

Um mit anderen Worten über Konvergenz und Divergenz 
einer Reihe zu entscheiden, darf man von einer endlichen An- 
zahl der ersten Glieder absehen. 

Es sei Uqj u^y u^j , . , die Reihe. LäTst man die m ersten 
Glieder fort, so entsteht die Reihe Um, Wm+i; • • . Man setze: 

Sm+n = Wo + % + \- Um-\- Wm + l "1 h Um + n-1 

und 

^ = «*o + %H h«*m~i; 

dann wird: 



Sm+n = A + Sn Uud Sn = Sm^n — A. 



r 
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Ist daher die erste Reite konvergent, Kat also s^+i, 
einen endlichen Grenzwert, so gilt Gleiches von Sn^Sn.\-« — j4; 
es itjt also snch die zweite Reihe konvergent und umgekehrt. 

f'iö. Satg. In einer hmvergenten Beihe isi der Grewwert 
(/es nll^emeinen Gliedes hei imhegrenst wachsendem » die Null. 

In der That, es sei Uq, u,, % . . . die konvet^nte Reihe nnd 

S" = Wo + WiH hw.-i, 

dann wird: 

S„ + i = H„ + Wi H 1- M„_, + «,. 

Nun ist aber «„^5.^.1 — s,, lim* s,^s, lims„'.^.i = s 
und daher lim m, — . 

Die Bedingung u. ^ ist also notwendig für die Kon- ' 
vergenz, sie ist aber nicht hinreichend, wie wir bald an Bei- 
spielBü sehen werden. 

56. Säte. Ist eine Heike konvergent, so kmm man eu einer 
leliehig Meinen positiven Zahl t eine positive Zahl -N iesUmmen, 
sodafs für jeden Wert n^N und für jedes p 

I «» + w«+i + ■ ■ .- + «,+p-i ! < e 
wird, ümgdcehrt, ist diese Bedingung erfüüt, so konvergiert 
die Reihe. 

In der That, ist die Reihe konvergent, so konveigiert s„ 
mit wachsendem n gegen einen Grenzwert; nach Nr. 15 kann 
man daher zu einer beliebig fixierten positiven Grßfse £ eine 
Zahl N bestimmen, sodafs 

I S.+, — 8„ I = I M, + M,+i H 1- Un+p-i \<£ 

wird für alle Werte n, die N tibersteigen und umgekehrt 

§ 3. Bellten mit positiven OUedem. 

57. Sind die Glieder UgU^u,... der Reihe alle posiUv, 
so wächst Sa beständig mit wachsendem n. Daher strebt s„ 
gegen einen Grenzwert oder nicht, je nachdem s„ nicht onbe- 
greuzt wächst oder unbegrenzt wächst. Zur Entscheidung über 
die Konvergenz dienen in diesem Falle die folgenden Sätze. 

Satz. Wenn eine Reihe mit laut^ positiven Gliedern von 
einer lesHmmien St^le an lauter Glieder hat, die kidner sind 
als die entspredtenden Glieder einer anderen Reihe, so konvergiert 
die erste Reihe, sobald man dies von der eweit^i weifs. 
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Es seien Wq, ti^, Mg . . . und v^, Vj, Vg . . . die beiden Reihen 
mit positiven Gliedern und es sei w^ < t?Q , Wi < Vj , . . . ; dies 
bedeutet, dafs die in unserm Satze ausgesprochene Bedingung 
schon vom ersten öliede an erfüllt ist. Wäre dies nicht der 
Fall, so könnte man von den Anfangsgliedem absehen, welche 
jener Bedingung nicht entsprechen. 

Setzt man: 

s„ = Wo + «*i H h «^n-l 

und 

SO wird Sn < 5« . Da nun die zweite Reihe konvergieren soll, 
Bo wächst Sn beständig mit wachsendem w, indem es sich 
der oberen Grenze s' nähert. 

Daher ist Sn < s' und umsomehr Sn < s'. Daher wächst 
Sn beständig mit wachsendem w, es bleibt jedoch kleiner als 
eine endliche Gröfse s'; es hat also einen endlichen Grenzwert, 
der kleiner ist als s\ Mithin konvergiert die erste Reihe, und 
ihre Summe ist kleiner als die Summe der zweiten Reihe. 

Korollar. Hat man zwei Beihen mit positiven Gliedern 

%; %? ^2 • • • ^*^ ^0? ^1? ^2 • • • ^*^ *^^ ^^^ ^**^ bestimmten 
Stelle an imm>er Vn^Un, so ist die zweite Reihe divergent, so- 
bald die erste divergiert. 

58. Satz. Eine Reihe mit positiven Gliedern Uq, u^, . . . 

ist Tconvergent, wenn von einer bestimmten Stelle an yUn Meiner 
bleibt, als ein echter Bruch h; sie ist auch Tconvergent, wenn 

yUn einen Grenzwert hat, der Meiner ist als Eins. 

In der That, ist y w„ < ä , so ist auch m« < h^ und die 
Glieder der vorgelegten Reihe sind von einer bestimmten 
Stelle an kleiner, als die entsprechenden Glieder der Reihe 
1, Ä, }i?j .... Diese aber ist konvergent, da Ä < 1 ist; mit- 
hin konvergiert auch die vorgelegte Reihe. 

Wenn ywn gegen einen Grenzwert Z < 1 konvergiert, so 
kann man zu einer willkürlich zwischen l und 1 gewählten 

Gröfse h einen Wert von n finden, von dem an \Un sich von 
Z um weniger als h — l unterscheidet. Dann wird aber 

Yy^n <.h <.l und wir kommen auf den früheren Fall zurück. 
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Eorollar, Eine Beihe ist divergerU, wenn yjfi von eim'm 
bestimmten Werte v<m n an gröfser ist als 1. 

Denn dann wird auch u, > 1 und die einzelnen Olicder 
nehmen nicht nnbegrenzt ab. 

59. Satg. Eine Bdhe mit positiven Gliedern ist konveiy/mt, 
wenn das Verhxäinis eines Gliedes zum vorhergehenden von 'incr 
bestimmten SteUe an beständig kleiner bleibt als ein echter Br-udi h, 
oder wenn jenes Verhältnis gegen einen Grenzteert konvarffii-rt. 
der kleiner ist als Eins. 

Es sei »0, 1*1, Mj . . . die vorgelegte Eeihe. Nimmt man 
wieder an, was erlaubt ist, dafs die ausgesprochene Bedingung 
Tom ersten Qliede an erfüllt ist, so wird 

^<h, ^<h, ■■■ ^<h; 
hieraus folgt 

Daher sind alle Glieder der Beihe mit Ausnahme des er:^ten 
kleiner als die entsprechenden der Beihe m^, hu„, ä^m^ ... 
Da diese aber konrei^ert, so bonvei^ert auch die voi^elegte 
Beihe. 

Wenn der Grenzwert von — — kleiner als Eins wird, so 
kann mau wie beim vorhergehenden Satze sehlieJsen. Man 
kann auch bemerken, dafs lim — — = lim }/ui, ist. (Vergl. 
Nr. 31 IL Teü der Übung 7.) 

Eorollar. Ist das Verhältnis eines Gliedes mim vorher- 
gehmden von einer bestimmten Stelle an gr'öfser als Eins, so ist 
die Bmhe divergent. 

In der That, ihre Glieder wachsen und konvergieren Dicht 
g^en null. 

60. Nimmt man die Bedingung des vorhergehenden Siitzos 
als erfüllt an, so kann man den Best der Beihe abschätzeii, 
die beim «**" Gliede abgebrochen wird. In der That, man hat 

»■« = »» + M»+i H ; 

ist nnn das Verhältnis eines Gliedes zum vorhergehenden 
^ Ä < 1 , BD wird 

«■+1 ^ Am,, m,-),s ^ Ä*M,, ... 
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Also sind die Glieder der Reihe für r« nicht gröfser als die 
der Reihe 

U 

Diese ist aber konvergent und hat zur Summe _^, ; daher 
wird 



Das Konvergenzkriteriüm, welches durch den Grenzwert 
von — ^ geliefert wird, ist eins der fruchtbarsten in den 

n 

Anwendungen. 

Betrachten wir z. B. die Reihe 

Xy 2x^j 3a:^, ...; Un = nx'*, Wn+i = (n + 1)ä:'*+^, 

so ist 

!^^ = !L±i^=(l + ±)^. 

u^ n ■ \ ' n/ 



** 4-1 

Wächst n unbegrenzt, so wird lim -^^^ = x, Ist daher a? < 1 , 

SO konvergiert die vorgelegte Reihe; ist dagegen ir>l, so 
divergiert sie. Ist x = ly so wird das Verhältnis 

n ' n ' 

dies ist aber gröfser als eins und die Reihe ist daher divergent. 
Hat man die Reihe , 

4</ M/ t«/ «A/ «U 

?o wird 

u^ n + 1 \ n + 1/ ' u^ 

Die Reihe ist konvergent oder divergent, je nachdem | x \ 

kleiner oder cröfser ist als 1. Ist a? = 1 , so wird -^^ = — r— ; 

dieser Ausdruck ist immer kleiner als Eins, aber, da sein 
Grenzwert gleich Eins ist, so giebt es keine Gröfse A < 1 , 

sodafs — ^ < h wird. Die in diesem Falle entstehende Reihe 
Y, Y; Y; ••• liöifst die harmonische. Aus dem vorher- 
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1 Satze kann man jedoch keine Schlüsse über ihre 
Konvergenz oder Divergenz ableiten; später werden wir sehen, 
dafs sie divei^ert 

Hat man die R«ihe 

X i' x' «•+* 

1, Tv al'--! "• = ^' "-+'=■ (;r+i)!' 
so wird 

^^ = — ^ und lim "^^ = 0: 

die Reihe konrergiert daher für jedes positire x. 

Das vorhergehende Kriterium verliert also seine Gültig- 
keit, wenn -^^ den Grenzwert 1 erhält, wenn auch dieser 

Anadruck beständig kleiner bleibt als sein Grenzwert^ wie das 
fUr die harmonische Reihe soeben der Fall war, und wie es 
auch in der allgemeineren Reibe der Fall ist, in der 



In diesen Fällen mnis man anf andere Kriterien zurückgreifen. 

61. Sats. Ist a eine positive Konstante und lüdet itutn 

die Reihe, deren alhem^nes Glied , , ist, so divergieri 

diese, wetm a negativ oder null ist; sie konvergiert, wetin a 
positiv ist 

Man nehme zunächst an, es sei a = 0\ dann entsteht 
die Reilie 

i- > 1 

a> « + !' a + 2'""- 

Man betrachte jetzt die Funktion F(x) = log {a -\- x)- 
dann wird F'(x) ^ — ^ ; aus der Formel 

in der < 6 < 1 ist, findet man aber 

log{a + a; + 1) — log{a + x) = ^^^^q - 

Setzt man auf der rechten Seite für 9 seine Extremwerte 
und 1, so entstehen die Ungleichheiten 
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log (a + x+1) — log (a + x)< ^^^ 

log (a + x+1) — log (a + x) > ^_^^^^ ' 

Setzt man in der ersten Ungleichung, die wir allein hier 
benutzen, a? = 0, 1, 2 • • ♦ w — 1, so erhält man: 

log (a + 1) — log a < -i- 

log(e,+ 2)-log(a + l)<^ 

log (a + n) — log (a + w — 1) < — ^1— j. 
Summiert man diese Ungleichimgen und setzt 

so erhält man 

Sn > log (a + w) — log a. 

Da nun mit imbegrenzt wachsendem n auch log (a + w) un- 
begrenzt wächst, so gilt Gleiches von s„ ; die betrachtete Eeihe 
ist daher für a = divergent 

In dem besonderen Falle, dafs a= 1 ist, entsteht die 
harmonische Reihe, auch diese ist also divergent. 

Nehmen wir jetzt a < an; dann wird 

(a + wV +" < a + n und r-r- > — ,— ' 

Daher sind die Glieder der vorgelegten Reihe gröfser als die 
Glieder derjenigen Reihe, deren allgemeines Glied , ist. 

Da diese aber divergiert, so ist auch vorgelegte Reihe fiir 
a < divergent. Also ist beispielsweise die Reihe 

-L JL JL 

divergent. 

Man nehme endlich a > und betrachte die Funktion 

dann wird 



a(a+ xf ' 



^ ^ (a + xf-^"" 



r 



Yon den B«iheu. 



Greift mau jetzt auf die Formel F{x + 1) — F{x) = F{x + e 
zurück, so erhält man 



verkleinert sich die rechte 



Setzt man 1 an Stelle von 9, 
Seite und daher vrird 



Setzt man in dieser Ungleichung a; =« 0, 1, 2 . . . k 
erhält man 



5< 



+ 2)'+"^«{a + l)" 



(a + „_l)'+'' a(fl+n-i)- „(a+n-1)- 
Addiert man diese Ungleichungen, nachdem man auf beiden 
Seiten noch das älied -jx^ hinzugefflgt hat, und setzt: 



"'--p^' + l 

so findet man: 
und um so mehr: 



■ + 7 



-!)'+*■ 



S„<- 



Daher wächst s. mit wachsendem n zwar beständig, aber nicht 
unbegrenzt; die vorgelegte Reihe ist also für «>0 konvei^ent. 

62. Satz. Bedeutet a eine posiUve Zahl, so ist eine Seihe 
hmvergettt, sobald «^+''«, mit wwihsmäem n nickt unbegrcnst 
wächst; sie ist divergent, wenn mm„ mU wachsendem n nidit 
Werte annimmt, die der Null beliebig nahe hrnimen. 

In der That, wenn es eine Zahl A giebt, aodafs «>+"«„ 
kleiner als A ist so wird 
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Un < 



l-f-or 



n 



und die Glieder der Yorgelegten Reihe sind daher kleiner als 
die entsprechenden Glieder derjenigen Reihe, deren allgemeines 

Glied -rrr- ist. Diese ist aber konvergent und daher konver- 

giert auch die vorgelegte Reihe. 

Giebt es dagegen eine Zahl Ä, sodafs fär hinreichend 
grofse Werte von n immer nUn gröfser als Ä ist, so wird 

"Un^ — Die Reihe, deren allgemeines Glied — ist, divergiert 

aber und daher gilt das Gleiche von der vorgelegten Reihe. 
Wird Un unendlich klein von einer bestimmten Ordnung r, 

wobei ^ als unendlich kleine Grofse erster Ordnung genommen 

ist, so konvergiert die Grofse n^'w» mit wachsendem n gegen 
einen bestimmten Grenzwert Z, der weder noch oo ist. Für 
hinreichend grofse Werte von n ist dann n^Un zwischen zwei 
endlichen Gröfsen enthalten, die { beliebig nahe kommen; die 
Reihe ist daher dann konvergent, wenn ^> 1, dagegen diver- 
gent, wenn r ^ 1 ist. 

So ist z. B. eine Reihe, deren allgemeines Glied eine ratio- 
nale Funktion von n ist, konvergent, wenn der Grad des Nenners 
den des Zählers um wenigstens zwei Einheiten übersteigt; in 
jedem anderen Falle ist sie divergent. 

Die Reihe mit" dem allgemeinen Gliede Un = sin** ("jl") 

ist konvergent, wenn a> 1, divergent, wenn a^ 1 ist; dabei 
ist X als von verschieden angenommen. Denn da 

lim n" sin" — i — = x^ 



n=3 0o 



a'\'n 



ist, so ist das allgemeine Glied unendlich klein von der 
Ordnung a. 

Dasselbe läfst sich von. der Reihe sagen, in der 



ist. 

63. Die Schlufsweise, durch welche wir die Konvergenz 
der Reihen der vorletzten Nummer erkannt haben, lafst sich 
verallgemeinem und führt dann zu folgendem: 



I 
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Satz. Ist f(x) für aUe Werte von x^a eine poätive «n- 
begremt abnehmende Funktion und kennt man eim- Funktion 
F(x), deren AUeitimg f{x) ist, so ist die Seihe 
/■(«), /■(« + !), f(a + 2),... 
konvergent oder divergent, je naehdetn F(x), welches ju i-ine posi- 
tive Ableitung Juit, mtd daher mit wachsendem x hestätuHg loäehst, 
nicht unbegrenzt wächst od^ unbegrenist wächst. 

In der That, es ist F(3; + 1) — F{x) — F (x + 6), wo 
< e < 1. Da nun F'{x) == f(x) ist, bo folgt 

Fix -\-l)-F{x) = ax -{.&). 
Wenn man ab«r annimmt^ dafa f^x) beständig abnimmt, ao ist 
f(r) > fix + e) > f(x + 1) , also wild: 

fix) > F(x + 1)-Fix)>fix+1). 
Setzt man hierin der Reihe nach x gleich a, n -)- l, ... 
a -(- » — 2, a -)- « — 1 und addiert _die entatandfiifii Un- 
gleichungen, BO wird: 

s, > F(a + tt) - F{a) > s,+, — f{a) . 
Dabei ist: 

s.-/-(<.) + ft« + l) + ■■■+/•(« + »- 1) 



Hieraus Bchliefst man, dafs die Reihe divergiert, wenn 
F{ii -{- m) mit wachsendem « unb^renzt wächst. Besitzt da- 
gegen F{a + w) einen endlichen Grenzwert, so ist es immer 
kleuitir als dieser und daher wird: 

s,+i < f{a} + lim F(a + «) - J- (a) . 
Da mithin s^+i nicht unbegrenzt wächst, so ist «iie Reihe 
konvei^ent. 

64. Stutzt man sich auf den vorigen Satz, bh kiitin man 
zeigen, dafs die Reihen: 

1 1 1 

1*+"' 2^+"' 8^+"' 



2(log2/+"' 8(log8/+ 



31083(1081083)'+"' 4log4Cloglog4)'+''' 
konvergent sin4, wenn a>0, und divergent, wenn «^0 ist. 



1. Inlesul-B 
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In der That^ die soeben hingeschriebenen Reihen entstehen 
aus den Funktionen: 

f{x) = 



indem man x alle ganzen positiven Werte giebt, für welche 
die Nenner reell und positiv sind. Für diese Werte sind aber 
jene Funktionen von x positiv imd sie nehmen unbegrenzt ab. 
Ist a > 0, so werden die zugehörigen Funktionen F{x)y deren 
Ableitungen die entsprechenden Funktionen f{x) sind, bezw.: 

pf^\^ L __J_ ___J__ ... 

^ ^ aof^ a(iogxf^ a(logloga;f' 

Mit wachsendem x konvergieren diese aber gegen null. 
Daher sind fftr a > 1 die vorgelegten Reihen konvergent. 
Ist a = , so muTs man 

F{x) = \ogXy log log ;r, log log log ^r, ... 

wählen. Da diese mit wachsendem x unbegrenzt wachsen, so 
sind für a = die vorgelegten Reihen divergent. Umsomehr 
sind sie also fär a < divergent. 

§ 4. Beihen mit Gliedern von beliebigem Vorzeichen. 

65. Säte. Eine Seihe, deren Glieder beliebige Vorzeichen 
haben, ist konvergent, wenn die Beihe der absoluten Beträge der 
Glieder konvergiert. 

Es sei Sn die Summe der ersten n Glieder der Reihe, s«' 
die Summe der positiven Glieder in s», — ^n die der nega- 
tiven Glieder. Dann wird Sn = Sn — 5« . Ist nun 2J die 
Summe der Reihe, welche aus den absoluten Beträgen gebildet 
ist, so wird U = lim (5« + s«). Also bleiben Sn und s'n, die 
zwar mit wachsendem n wachsen, beständig kleiner als 2J 
und konvergieren daher gegen endliche Grenzwerte. Es sei 
lim Sn = s' und lim s'n = 5"; dann wird auch s» sich einem 
bestimmten Grenzwerte nähern limSn = s' — s'\ Die Reihe ist 
also konvergent. 

Die Umkehr des Satzes ist nicht richtig. 

66. Satz. Eine Beihe mit abwechselnden Vorzeichen, deren 
Glieder beständig und unbegrenzt abnehmen, ist konvergent 



r 
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Es sei 

«oj — Wi> «»» — «j, ■ ■■ 
die Reihe; die u seien alle positir tmd es sei Mo>tti>i4,>-'- 
und lim m, ^ 0. Man fasse eine gerade Anzahl tob QUedern 
der gegebenen Reihe zusanunen nnd setse: 

Si« — «o — «1 +«» h «j,_»— «i,,-|. 

Biese Summe kann man sowohl in die Form: 

Si« = («0 — «*l) + (S — «s) H |-(«ä~-s — M,,-,), 

als auch in die Form: 

«»« = «0 — («1 — «s) (wa.-* — M-« -i) — ih„_i 

setzen. Aus der ersten Gleichung schliefet man, daTs s^, mit 
wachsendem » wächst und aus der zweiten, dafs Si^, < Ug ist. 
Daher konrergiert Sj, mit wachsendem « gegen eine Grenze; 
es sei lim stn'^ s. 

Nimmt .man jetzt eine ungerade Anzahl von Gliedern und 
setzt SjH+i =S). +Mi,, so folgt aus limSj„=^s, lim«g,= 0, 
dafs auch lim Sg,+i ^ s ist. Also konvergiert die Summe 
einer beliebigen Anzahl von Gliedern gegen eine endliche 
Grenze, die Reihe ist konvei^ent. 

Bricht man die Reihe beim w*"" Gliede ab, so wird der Rest: 

n ™ + «- + M,+i + • ■ - 

oder: 

r, = + (w, — w,+i + M,+s ). 

Hierbei ist die Klammer positiv und kleiner als u„. Bleibt 
man also bei einem beliebigen Gliede der Ueihe stehen, so 
hat der Rest das Vorzeichen des folgenden Gliedes und ist 
absolut kleiner als der absolute Wert dieses TMiedes. 

Beispielsweise hat die Reihe -j-j "~"ö"' t ' — Tj'*» 
deren Glieder die der harmonischen Reihe, tiber mit abwech- 
selnden Vorzeichen sind, lauter beständig gegen Null abnehmende 
Glieder. Sie ist daher konvergent. Bricht man hinter dem 
Gliede + — ab, so ist der Fehler, der dadurch entateht, abso- 
lut kleiner als . ■ Will man also die Reihe bis auf einen 
Fehler von tztj genau summieren, so genl^t es 10' — 1 Glieder 
zu summieren. Die Reihe konvergiert also s<^hr langsam. 
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§ 5. TayloTBOhe Beihe. 

67. Ist f{x) eine ganze rationale Funktion vom Grade 
n — 1, so kennt man aus der Algebra die Formel: 

' f(x,+h)^f{x,)+h-nx,)+ ^/'(x,) + . . . + ^^;l/-(»-t)(a:„). 

Sie drückt ({x^ + K) als Funktion der Werte von f{x) und 
seinen Ableitungen filr x ^= Xq und als Funktion von h aus. 
Ist aber f{x) keine ganze rationale Funktion n — 1*®*^ Grades, 
so kann die vorstehende Formel nicht genau richtig sein. 
Trotzdem giebt das Polynom auf der rechten Seite häufig 
einen angenäherten Wert für fipc^ + K). Wir stellen uns die 
Aufgabe, den Grad dieser Annäherung abzuschätzen. 
Wir setzen daher: 

(1) fix, + Ä) = f{x,) + hfix,) + j; f"{x,) +■■■ 

wo die Gröfse JB, die der Best der Reihe heilst, dasjenige Glied 
ist, welches man zu dem Polynom rechter Hand hinzufügen 
mufs, um den genauen Wert von f{xQ + h) zu erhalten. Es 
ist also: 

B = f{x, + h) - fix,) - hfix,) ^^^ /-C-i) ix,) . 

Um einen einfacheren Ausdruck für B zu erhalten, setze 
. man Xq-\- h = a^ also h = a — x^*^ dann wird: 

B^fia)-fix,)-ia-x,)f'ix,) ^^^^fin-i)^x,). 

Man betrachte die Funktion: 

Fix)^fia)-fix)-ia-x)rix) \~S^' f-^-'K^) , 

die für x = x^ den Wert von B ergiebt. Es ist F{a) = 0, 
F(xq) = B und, wie man durch Differentiation findet: 

Es genügt also jetzt auf die Formeln zurückzugreifen, die die 
Werte einer Funktion mit denen ihrer Ableitung verknüpfen, 
um Ausdrücke für jB zu erhalten. 
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Wir erinnern uns, daTs F(a) — Fix^^ = (a — x„) F' (x^) 
war, wo Xi eine Gröfse zwischen x„ und a bedeutete. Subeti- 
tuieren wir hierin die Werte, die wir soeben für F{a), F{x^ 
und F(x,) erhalten haben und ändern das Vorzeichen, so folgt: 

ji-(»-».)- '°-^'';V '-'w. 

oder, wenn wir x^-i- k fSr a schreiben und 3;, = .r^ -|- 9Ä 

setzen (0 < 9 < 1) : 

Diese Form des Bestes verdankt man Cauchy, 
Benutzt man aber die Belation: 

Fia)-F{x,) _F-(_x,) 

q>(a) — p(x^) q)'(x,) ' 

in der fp irgend eine Funktion bedeutet, deren Ableitunf; im 
Intervalle {ct,x^) nicht niül wird, so erhält man: 

p _ y(tt) — y(x„) (g — x.}*-^ „,, , , 

Setzt man ^(a;) = (a — x)»*, wo p^l, so wird 

<p(a) = 0, 9)(3;„) = (a^x^y, <p'(x) p{a~x)p-' . 

Äläo folgt durch Substitution: 

^= "-';';'-T)? ^V-(..). 

Für ;)== 1 findet man hieraus den Cauchjschen Restausdruek 
wieder, für p = n erhält man: 

oder, wenn man a^x^-i-h, x-i=Xa-\-Qh setzt: 

(3) -ß=^/^"'(a^o + eA). 

Diese Form des Restes verdankt man Lagrange*). 

•) Bin anderer Auadroek ergiebt sich aus der Integra Iroclmungj 
man in die Formel F(a) — F(x,)^fF'(x)dx den Wi^rt von F 
} kommt; ^ 
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Die Formel (1) heilst die von Taylor; (2) und (3) geben 
das Restglied als Funktion einer unbekannten Gröfse 6^ von 
der man nur weifs, dafs sie zwischen und 1 liegt. 

68. Läfst man jetzt n unbegrenzt wachsen^ so kann es 
vorkommen, dafs B null wird. Wenn sich dies ereignet, so 

ist die Reihe /"(iCo); ^fip^o)} öT^'^^o^' * * * l^^^^^^g®^* ^^^ ^^^ 
Summe ist dann ({x^ + ^)- Daher kann man schreiben: 

und erhält so fipc^ + h) in eine Reihe entwickelt, fortschreitend 
nach aufsteigenden Potenzen von %, die die Taylorsche heifst. 
Damit sie gilt, ist notwendig und hinreichend, dafs lim jß === 
wird. 

Man kann sofort sagen, dafs die Taylorsche Reihe auf 
alle diejenigen Funktionen anwendbar ist, bei denen f^^\x) 
für alle Werte x zwischen Xq und Xq-\- h absolut kleiner bleibt 
als eine positive, von n unabhängige Zahl Ä. In der That, 

für solche Funktionen wird |JB|< — J., wie der Lagrangesche 
Restausdruck zeiget ; — wird aber null, da die Reihe, deren 

rn 

allgemeines Glied — ist, konvergirt. Also ist auch limjB=0. 

Daher sind e*, sin a?, cos x Funktionen, die in eine Taylorsche 
Reihe entwickelbar sind; denn ihre Ableitungen wachsen nicht 
unbegrenzt. 

Man kann die Taylorsche Reihe auch auf solche Funk- 
tionen anwenden, deren w*® Ableitung von der Form u^v ist, 
wo u und V Funktionen von x und n sind, welche für alle 
Werte x zwischen Xq und Xq-^ h und für jedes n absolut 
kleiner sind als zwei feste Gröfsen Ä und JB; denn die La- 

grangesche Form des Restes zeigt, dafs dann | iJ | < — p B 
wird und auch diese Gröfse hat den Grenzwert null. 

. § 6. Mao-Laurinsohe Beihe. 

Setzt man in der Taylorschen Formel Xq = 0, h = x^ so 
geht sie über in: 
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f{x)-m+xr(s>)+f,r(o)+--.+j^f-»(o) + k 

und E hat die Formen: 

.^- '^tZ'i'^' f'i^') '"'er E-^/'-'iHx). 

Diese Formeln gelten, wenn f(x) alle Ableitungen bis zur 
n**" Ordnung in dem Intervalle (0, x) besitzt 

Wenn bei unbegrenzt ■wachsendem k, lim B^O wird, so 
enteteht eine Entwickelung von f(x') nach steigenden Pott^nzen 
Ton x: 

«,)_«o) + Q2.+as^ + ..., 

welche die Mac-Laurinscbe Keihe hei&t. 

Die Reihe tod M&c-L&urin ist ein Spezialfall von der 
Taylorschen; aber die Taylorsche Reihe läTet sich auch nus der 
TOn Mac-Laurin ableiten. Setzt man nämlich ii'(A)=./'(j'^-j- A), 
80 wird F''''^(h) = f'-*^(sc^-\-h), und wendet man die Reihe von 
Mac-Laurin auf die Funktion F(h) an, so erhält man die Reihe 
von Taylor. 

§ 7. Bntwickelang voa ^ in eine BeUie. 
70. Die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion (^ 
sind der Funktion selbst gleich und dah^r alle endlich; für 
;r ^ reduzieren sie sich auf 1. Also liefert die Mac-Laurin- 
Bche Reihe: 

''-i + f + fi + n + -- . 

und der Rest der Reihe wird unter Benutzung der Form von 
Li^range, wenn man hinter dem »*" Gliede abbricht: 

B« = — , e"' . 
Bei unbegrenzt wachsendem n wird er in der That null; denn, 
da die Reihe konvergiert, deren allgemeines Glied — ist, so 
ist lim — = (vergl. Nr, 60). e*'' ist aber zwischen 1 und (* 
enthalten and daher endlich. Folglich gilt die vorstehende 
Reihenentwiekelung fBr alle Werte von w. 
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71. Setzt man in der vorigen Formel x=l^ so erhält 
man eine numerische Reihe für den Wert von e: 

6=1-1 1 U.^. 

nnd der Rest der Reihe wird, wenn man hinter dem w*®" Gliede 
abbricht: 

e 
Rn = — : • 

nl 
Da 6 < 3 ist, so hat man !?„< — • Wir können aber 
noch eine engere Eingrenzmig für JJ« finden. In der That, es ist: 

•'^« "" n] "1" (n + 1)! + (n + 2)! ^ 
oder: 

-^'» '^ Ä7 L"^ "*" n + l + (n+l)(n + 2) + ' ' J^ 
also auch, da w + 1, w + 2,--- gröfser als n sind: 

En<-i.ri+-+iH ]. 

Summiert man die geometrische Progression auf der rechten 
Seite, so wird: 

JJn < ITT • zr^ . oder JR« < 



nl n^l ■ ^'''' ^(w — i)f(n — 1) 

Dies besagt also, dafs der Fehler, den man macht, wenn 
man die Reihe beim n*^^ Gliede abbricht, kleiner ist als der 
n — 1*® Teil des zuletzt hingeschriebenen Gliedes. 

Vertauscht man n mit w + 1 und schreibt den Wert von 

'1!'2!' ^ nl * nln^ 

72. Bedient man sich dieser Formel, so kann man zeigen, 
dafs e inkommensurabel ist. In der That, setzt man an, es 

wäre etwa e = — , wo m und n ganze Zahlen sind, so wird: 

J^ = 24.i-H L-L + -?-. 

Multipliziert man mit n\ und bringt alle Glieder auf der 
rechten Seite mit Ausnahme des letzten auf die linke, so ent- 
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Btabt auf dieser Seite eine ganze ZaiA, rechts aber steht — 
Das ist aber unmöglich; denn 6 ist eine Zahl «wischen 
und 1 mit AuBschluTs der Grenzen, also ist auch gröfser 
als null und kleiner als 1 und keine ganze Zahl. 

Setzt man in der Reihenentwickelung für ef an Stelle von 
X ein a:loga, so wird w^en e''"«"™«': 



«' = 1+^ 



- + - 



- + ■■ 



g 8. Beibeaentwickelimg toh sin x und oob x. 

73. Setzt man f(x) ^ sin a:, so werden die Ableitungen 
der Reihe nach: 

cos X, — sin X, — cos x, sin 3:, ■ ■ ■ ; 
sie wiederholen sich periodisch, es wird: 
f(*'')(x) = sinx, /^*"+"(a;) = cosa;, /^*"+*'(a:) = — sina:, 

/l*"+')(a;) cosa:. 

Für X = werden sie beziehungsweise: 
0, 1, 0, —1. 
Wendet man daher die Taylorsche Formel mit dem La- 
grangeschea Reste an, so findet man, je nach dem Oliede, bei 
dem mau stehen bleibt: 



(4«-l)!^(4n)l 



(4n+l)r (4« + a: 



Unter welcher Form man den Rest auch betrachten mt^, 
er wird null mit unb^enzt wachsendem « und daher wird: 

sina:=a: — Jj.+ ^ — |jH . 
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Nimmt man < a? < — an, so ist auch Qx zwischen diesen 

Grenzen enthalten und sin 6a: und cos Qx werden positiv. 
Hieraus schliefst man, dafs, wenn man in der Reihe fiir sin x 
mit dem Gliede x^^~^ aufhört, man einen positiven Rest be- 
kommt, wenn man dagegen mit dem Gliede ic**+^ aufhört, 
einen negativen. Das Resultat ist also das eine Mal kleiner, 
das andere Mal gröfser als sin x. Daher hat man die Un- 
gleichungen: 

sina;<a?, sin a: > a: — ^-j, sin a: < a: — — + — , ••• 

(o<.<f). 

74. Setzt man f(x)=cosx, so findet man in ähnlicher Weise: 

f(^^){x) = cosa?, /*(*«+!) (a;) = — sina; 

p«+2)(^) = — cos a? , /•<*»+«) (a:) = sin a; . 

Diese Werte reduzieren sich für x = bezw. auf: 

1, 0, —1, 0. 

Wendet man daher die Mac-Laurinsche Formel mit dem 
Lagrange sehen Reste an, so findet man je nach dem Gliede, 
bei welchem man stehen bleibt: 

2! ' 4! ' (4w)! (4n + l)I 

X* x^^ a;*'*"^"* 

C08a;=l-2j+... - (4n+2)! + (4»+8)! "^Q^' 

C0Sa:=l-2j + .,.. - (4n + 2)! + (4n+4)! °»«^^- 

Unter welcher Form man auch den Rest bildet, sein Grenz- 
wert wird null, wenn n unendlich grols wird, also wird: 

Irtr»* />»4 /m6 

Ist < a; < -^ und bricht man die Reihe hinter der Po- 

tenz a;" ab, so ist der Rest negativ oder positiv, je nachdem n 
durch vier geteilt den Rest oder 2 läXst. Daher wird: 

cosa;<l, cosa:>l— 1^, cosa;< 1 — |y + ^, •• (0<a:<Y)- 
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§ 9. Binomlaoher Sats. 

75. Es ist (« + &)" = o~(l + ^)'". Setzt miin l=x, 
8o wird der zweite Faktor (1 + a;)". Dieser ist es, den wir 
nach steigenden Potenzen von x entwickeln wollen. 
Man setze daher f(x) = (1 -|- ar)*", dann wird 
r(x)=mil+x)'-^, fix) = m{m--\){\ + s)"-\ 
und allgemein: 

/■(-{«!)- »(m-l) ■■■ (m-n+l)(l + ;r)— . 
Daher giebt die Formel von Mac-Laurin: 



(1) 



(1 + i)- _ 1 + ^a: + -?5|_i)». + . . . 

+ (»-1)1 ^ 

Der Ueat i£. wird imter der Fonn von L&grange: 
»(»-!). ■.(»-« + !)_ 



x-il + Hi)- 



• Ton Cauchy: 



(m 



Ist m eine ganze positive Zahl, 



'+') 



»■(1 + 0,.)- 



wird der Rest null, 
wenn man n = m -)- 1 setzt und man erhält den binomischen 
Satz für einen ganzen positiven Exponenten, den man bereits 
Ton der Algebra her kennt. Ist m keine ganze positive Zahl, 
80 geht die Reihe, deren erste Glieder in Formel 1 1) hinge- 
schrieben sind, bis ins Unendliche. In ihr wird das Verhältnis 
des M + 1"" Gliedes zum n*" gleich 

Mit unbegrenzt wachsendem n wird sein Grenzwert ~ X- Ist 
<^er I a: I > 1 , eo divergiert die R«ihe und der Grenzwert 
von R„ kann nicht null sein. Ist | x | < 1 , so ist die Reihe 
konvergent; überdies wird lim Rn'^ 0, wie wir jetzt zeigen 
werden. 

Aus der Konvergenz der Reihe fHr | a; | < 1 schlieften 
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wir zunächst, dafs ilir aUgemeines Glied den Grenzwert null 
hat, es ist also: 

hm — ^ 7 Vn ^-^ — ■ ^ = , 

welches auch der Wert von m sein mag. Vertauscht man m 
mit m — 1, so wird: 

(n — 1)! 
Nunmehr kann man schreiben Iln= ABC, indem man 

setzt: 

A _ (m-l)(w-2)...(m-n + l) ^ 
^ (n-1)! ^ ^ 

B = mx(l+.ex)^-^ und C=(^^)""\ 

J. hat den Grenzwert null, wie wir soeben gesehen haben, 
mx ist konstant und (1 + 6x)"*~^ ist zwischen den festen 
Grenzen 1 und (1 + a;)"*"^ enthalten. Also ist auch B in 
konstanten Grenzen eingeschlossen. Endlich ist C kleiner als 1, 
sobald I a; I < 1 ist; depn in diesem Falle ist 1 — < 1 -|- 9a:. 
Also ist lim U» = , sobald | ar | < 1. 

Mithin erhalt man fär alle x, deren Betrag kleiner als 1 
ist, die Entwickelung: 

+ a:)'»= 1 + mx^-^ — Ix^^-L ^ ^gfi^ . 

Erteilt man m verschiedene Werte, so entstehen die 
Formeln: 

1 1 o . 13 o 1.36 



yi_x=l--x---x'-——x^- ^^^^^^ a^--.- 



1 1 ,1-3 2 1-3. 5«, 1-3. 6. 7- 



-i/l I a; 52 '24 2-4-6 '2-4-6-8 

Diese Formeln können dazu dienen, die Wurzeln aus Zahlen 
zu berechnen. So ist 

1/5 = K4+1 = 2 |/l+^ • 
Es genügt, X^l— (- — in eine Reihe zu entwickln. Diese 
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Reihen konvergieren rasch, wenn der echte Bruch x hinreichend 
klein ist. 

76. Es bleiben noch die f^e a; = + 1 zu studieren. 
Zu diesem Ende achicken wir roran, dals der AuBdruck 
- p a(a + l)--(« + w-l ) 
-^" 6(6 + 1). ..(6 + „_i)' 

in dem a und h konstante Zahlen bedeuten, die -weder i^anz 
und negatir, noch null sind, för m ^ oo unendlich gi-oi'a wird, 
sobald 't > 6 , und null wird, wenn a < 6, Für a ^ h hat er 
beständig den Wert 1. 

Nehmen wir zunächst an, es sei (i>6 und ft>'); dünn 
wird: 

b ^^ b ' b+l ^~64-l' 6 + »— 1- 'b+n—l 

und daher: 

Der zweite Summand einer jeden Klammer ist positiv FHhrt 
man die Multiplikation aus, so erhält man: 

p.>i + (<.-j)(| + j^ + ... + f,pi^). 

Aber die Glieder in der Klammer sind die ersten Glieder 
einer divergenten Keihe, also wird diese för tt ^ oo selbst un- 
endlich und Gleiches gilt daher von P«. 

Ist wiederum a>6, aber Ä<0, ao nehme man irgend 
ganze Zahl m, für welche b -\- m>0 wird, und setze 
a -f- w( = «', i -\- m = b'. Nimmt man w > m und setzt 
M — H* = «', so wird: 

«(a+l)-..(a + m- l) «'(g' + 1) ■ - - ( o'.+ n' - 1) 
- h (b + l) ■■ ■ (b +m-l) b- {b- + 1) . . . (b- + n -1)' 
Der erste Faktor rechter Hand ist eine endliche, von null 
verschiedene GrÖfse; denn a und h sind nicht null oder nega- 
tive ganze Zahlen. Der zweite Faktor wird mit wachsendem n, 
also auch n' unendlich grofs; denn es ist a'>Ä'. Also ist 
lim P, = oo. 

Man nehme jetzt a < 6 an; dann wird: 
1 _ 6(6+l)...(d+«-l) 
P„ o(a + l)..-(a + «-l) 
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und da 6 > a ist, so wächst dieser Ausdruck unbegrenzt, also 
wird lim P« = 0. 

Ist a = 6, so wird P„ = 1. 

77. Wir setzen nunmehr in der Binomialformel a?=-f- 1- 
Der Rest wird dann in der Lagrangeschen Form: 

oder: 

iJ. = (- 1)« (-f»)(l-fn)^.^.(n-l-M) ^^ _^ ^^^ 

und der Faktor (1 + 9)*"""* ist kleiner als 1, wenn w > m ist. 

Der Faktor -^ ^ — entsteht aus P«, indem 

man a = — w , 6 = 1 setzt; daher wird er null, wenn 
— m < 1 oder m > — 1 ist. In diesem Falle wird daher 
auch lim J?« = und man erhält: 

2"» = 1 -I- - + ^(^-^) j 

■^ 1 ^ 2! ^ 

für jedes m > — 1. 

Setzt man w = — 1 , so entsteht die divergente Reihe 
1 — 1 + 1 — 1 -{-*"] ist w< — 1, so wird das allgemeine 
Glied der Reihe: 

m(fn — 1) • • • (w — w + 1) I ( — w) (1 — m)(2 — m) • • • (n — 1 — m) 

nl — n I 

Dies wächst, absolut genommen, mit wachsendem n nach dem 
Gesagten über jede Grenze, also divergiert die Reihe (Nr. 55). 

78. Setzt man endlich in der Binomialformel <r = — 1 , 
so wird die Reihe: 1 — ^ + ^^7^ — • • • . Daher wird: 

«1 = 1 

^3— j— "1 2 2 



Sa = 



(m— l)(w— 2) m{m — l){m—2) (m— l)(w— 2)(w — 3) 



4 2 3! 3! 

c —r 1 \« (^— ^X^— ^) • • • (^--H-2) I / nn+i m(w— l)--(w— n+2) 

= r— 1V+1 (^— ^)(^— ^)--- (w~n+l) 
^ ^^ ' (n— 1)! 
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Ans diesem Ansdrucke von s. kann man leicht seinen Grenz- 
wert fQr n = OD ableiten. In der Thst kann man schreiben: 

(t-».)(2-m)...(ft-l-m) 
(n-1)! 

Nach dem Bewiesenen ist aber lim s. = 0, wenn 1 — tw < l 
oder m > ist Man hat daher: 

Diese Formel stimmt mit der Binomialformel für x = — 1 
und för positives m überein. Ist di^^en »» < 0, so wird 
s, mit wachsendem « unendlich grofs und die Reihe diver- 
giert. Die Binomialformel andererseits reduziert sich für 
3^ = — 1 und n^atives m auf 0™ ^ oo. Ist endlich m = 0, 
80 nimmt das Binom die nichtssaf;ende Form 0" an, wahrend 
sich die Reihe auf ihr erstes Glied 1 reduziert. 

Zusammenfassend können wir sagen, äaSs der binomische 
Satz bei | « | < 1 far jedes (reelle) m gilt; ist aber * =» 1, so 
gilt er fQr m > — 1, ist x ^^ — 1, so gilt er fttr »t > und 
nur in diesen Fällen. 



§ 10. BeUtenentwickelUDg von log (1 -|- x). Formeln zur 

Bereohnong der Logarithmen. 

79. Man setze f{x) = log (1 + x); dann ist: 

/-(») - (1 + a:)-', f\x) - - (1 + »)-■, ■ • ■ 

/T){l) - (- 1)— (« - 1)! (1 + x)—; 

daher wird: 

/■(o)-o, r(o)_i, r(0)- — 1, ■••f>(o)-(- !)■-'. c«-i)! 

Setzt man dies in die Mac-Laurinsche Formel ein, so kommt: 

(1) l„g(l + i)_,,-|+^^... + (^l).-.!^' + Ji.. 
Ha kann man die zwei Formen geben: 

(2) B.=.(_i).-.^"(i + ei)-. 

oder: 

(3) Hn^i- l)"-';c-(l - e)— ^(1 + e«)— . 
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Die Reihe, deren erste Glieder in Formel (1) aufgeschrieben 
sind, ist divergent für |ic|>l; denn das Verhältnis zweier 

aufeinander folgender Glieder H : -A = x er- 

^ — n • n — 1 n 

hält für w = oo den Grenzwert — x, Ist also | a; | > 1, so 

kann die Beihe den Logarithmus nicht darstellen. 

Ist X positiv, aber kleiner als 1, und nimmt man den 
Rest in der Form (2), so ist 1 + eic> 1 und daher (1 + 0a?)-«<l. 

Der erste Faktor — hat die Grenze 0; denn x^ hat die Grenze 0, 

und der Nenner wird unendlich grofs. Daher ist lim B^ =i= 
und es wird für a; > 1 : 

• äT ST SR 

log(l + a:) = a; — -g- + -3- — - H . 



Dieselbe Formel bleibt auch für rc = 1 bestehen; denn 
in diesem Falle wird i?„ = + — (1 -(- 6)"". Der zweite Faktor 

ist wieder kleiner als 1, während der erste — die Grenze null 
hat. Also folgt: 

(4) log2 = l-i- + i--| + ..- 

als Summe der harmonischen Reihe mit alternierenden Vor- 
zeichen. Sie konvergiert sehr langsam. 

Ist nunmehr x negativ, aber absolut kleiner als 1, so 
giebt die zweite Form des Restes: 

^~""=t l + Oa; \l + erc/ • 

x^ hat den Grenzwert 0, . , . ist kleiner als 7-1 — und daher 

' 1 + ea3 1 + a; 

^ , Q j ist kleiner als 1; also wird lim B,n = 0. 
Macht man x = — 1, so erhält man die Reihe: 

_l_JL_i._ 

welche divergiert. Andererseits wird aus log (1 +5?): 

log (1 — 1) = log = — 00. 
Zusammenfassend können wir sagen: 



r 
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Die Formel: 

(5) log(H-^)=-T-? + T 

hest^ fiir jedes x, dessen Betrag ileittfr als 1 ist und für 
ar ^ 1. 

80. VertauBcht man in der letzten Formel x mit — x, ao 
erhält man: 

(6) l„g(l_:,)__:t-i"-|" . 

rt Subtrahiert man diese von der vorigen, so heben sich die 

ll geraden Potenzen von x fort, während die iingtiraden Potenzen 

i| sich verdoppeln-, also wird: 

!l (7) log(l + «)-)og(l-i)-logl±|_ 



X ist gewiTs positiv und kleiner als 1, 
wenn h und z positive Qröfsen sind. Sulit^titiiiert man diesen 
Ausdruck fBr x in (7), so wird: 

(8) l„g(,+l)_l„g._2 (äji^ + j^. + 5js^ + - .) ■ 

Durch passende Wahl von s und Ä kann man hieraus die 
Logarithmen aller natürlichen Zahlen Ijc-etimmen. 

Setzt man in (8) z. B. ^ = 1, Ä = 1, so Kndet mau: 




?2 = ^[| + 8-^ + 5^+;V 



eine schnell konvei^ierende Reihe. Durch Berechnung einer 
hinreichenden Zahl von Gliedern findet man: 
log 2 = 0,69314 718 ■ . 
Setzt man in derselben Formel «^4, A ^ 1, so erhält man: 
log6_log4 + 2[i- + ^,+ ,-i. + ..-]. 

Nun ist log 4 = 2 log 2 bekannt und die Reihe [ ] konver- 
giert sehr rasch; man kann daher leicht log 5 berechnen. H&t 

Geuoccht-Pe^DO, Dlff,- n. lategrul-BBObDiuig. S 



82 Drittes Kapitel. 

man diesen gefunden, so erhält man log 10 = log 5 -|- log 2 

und bekommt: . . 

log 10 = 2,30258 509 ... 

Diese Zahl wird uns bald nützlich sein. 

Mau erkennt, dafs man auf diese Weise die Logarithmen 
aller Primzahlen finden kann. In der Praxis bedient man sich 
noch einiger Kunstgriffe, um die Konvergenz der zu berech- 
nenden Reihen noch zu verstärken. Um beispielsweise log 7 
zu finden, kann man so verfahren: Man setze in Formel (8) 
;g = 49 = 7^ und Ä=l, dann wird ^ + Ä = 50 = 2 • 5« 
und daher: 

log2 + 21og5-21og7 = 2[4+34, + ^ + ...]. 

Diese Reihe liefert log 7 mit Hülfe von log 2 und log'5; sie 
konvergiert sehr rasch. 

81. Die vorstehenden Formeln dienen zur Berechnung der 
natürlichen Logarithmen, aus ihnen kann man die Logarithmen 
mit beliebiger Basis ableiten. 

In der That, es sei y eine gegebene Zahl, x sei ihr natür- 
licher Logarithmus, rr' der mit der Basis a. Dann ist: 

e?^ = a^' = y 

und daher, wenn man die Logarithmen mit irgend einer Basis 

nimmt: 

X Log e = x' Log a. 
Also wird: 

, Log B „f X 

X = X t— ^— = X • "Loir e = , 

Log a ® log a 

Man erhält also den Logarithmus einer beliebigen Zahl 
in Bezug auf die Basis a, indem man den natürlichen Loga- 
rithmus derselben Zahl mit einem konstanten Faktor multi- 
pliziert, welcher der Modul des Logarithmensystems mit der 
Basis a heilst. Dieser ist sowohl gleich dem Logarithmus mit 
der Basis a von der Zahl e, als auch der reziproke Wert des 
natürlichen Logarithmus von der Basiszahl a. 

Der Modul der dekadischen Logarithmen ist daher 
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Bezeichnet man ihn durch M, so hat man: 

J^ - 15^ -Voi^- 0.^3429 448.... 

Statt zuerst die natürlichen Logarithmen zu berechDen, 
um daraus durch Multiplikation mit dem Modul des Syntemes 
die Logarithmen in einer beliebigen Basis zu erhalten, kann 
man diese auch direkt aus Reihenent Wickelungen ableiten, 
welche die Logarithmen in der gewünschten Basis geben. In 
der That, multipliziert man z. B. die Formel (8) mit M und 
beachtet, dafs 3f log :r ^ Log :e ist, so erhält man: 
Log (s + Ä) — Log z = 

§ 11. B«ibenetitwiokelTiiig von acot&ngz. 
82. Man setze f(x) = arc tg x; dann wird: 

das Bildungsgesetz der aufeinanderfolgenden Ableitungen ist 
kein einfaches (vergl. Nr. 49, Üb. 21). 

Will man gleichwohl die Reihenentwickelung für arttgj: 
erhalten, so kann man, wie folgt, verfahren. Es ist: 

n')~TTr.-^-'^+''- ■•■+(- 1)-'«"— + 't^I"- 

Setzt man daher 

.rctgi-a;-^ + ^-... + (-l)— |i^+(-l)-ü(«), 

SO wird die Funktion It(x) null fär x ^0, wenn man für 
arctga; den kleinsten Bogen nimmt, dessen Tangens x ist. 
Die Ableitung wird: 

Setzt man nun in der Formel: 

<p(x)—<piO) ~ <p-(ßx) 

die Punktion q>(x') ^ » i . > so wird ip'{^) = a^*, B{0)^0, 
<p{0) = und daher: 

JirxV '""^' '"''" ' -'"*' ' n^„^, 
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■ 



X 



Nun ist aber fdr 1 rc | < 1 der Grenzwert von - — r^ null: 

■ , , hingegen ist immer kleiner als 1. Daher ist lim R(x)=0 
und: 

, X x^ . X^ I I ^ i 

arc tang x = y ~ Y "^ ~6 ' |rr|<l. 

Die Reihe gilt auch noch für x == 1 und giebt dann: 
« - 1,1 1 , 

Dies ist eine Reihe zur Berechnung von ä, die aber sehr 
langsam konvergiert. 

Die obige Reihe für arc tang x ist divergent, wenn x = — 1 
und wenn | ic | > 1 ist. 

83. Durch passende Kunstgriffe kann man Reihen für jt 
bestimmen, die sehr bequem zur Rechnung sind. Zu bemerken 
ist die folgende, die man Mach in verdankt. 

Setzt man a = arc tang -r-, so erhält man: 
_£ 1 , 1 1 L 

Wegen tang a = y hat man tang 2a = ^1^^,^ == ^ 

120 9P ' 

und tang 4a = ttq • Also ist tang 4a > 1 und 4a > -^ • 

Setzt man 4a — -j- = -^/ ^^ wird: 

tang 4a — 1 1 

und daher 



**^8^=^l_,.tang4a 239 



A = arc tang -L = -L _ _L^^ ^ 



239 239 3 239* ' 6-239* 

Da nun -j- = 4a — A ist, so hat man schliefslich: 

4 ' 

4"^ Lö 35'» '5.6» "J L239 32398 •Ö-239» "j* 

Diese Reihen konvergieren sehr rasch. 

§ 12. Interpolation. 

84. Es sei f{po) eine gegebene Funktion von x^ und es 
seien x^, x^, x^y • • • verschiedene Werte, welche man der Ver- 
änderlichen erteilen kann. Man nennt interpolierende JFkinJcUonen 
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erster, zweiter, dritter, ■ ■ ■ Ordnung die Ausdrücke /'|^,, x^j 
/"(a^, a^, Xjf), f(x^, x^, Xg, x^, ■ • -, welche durch die Gleichungei 
definiert sind: 



f{Xi, Zi, Xg, x^ - 



^ — ^ ' 



Die interpolierende Funktion tC*' Ordnung hängt ■ 
Veränderlichen ab. 

Man kann schreiben: 

I \ It »y 3,^ Xj I 3^ x^ 

und daher auch: 

/•(«„^)„_feL + J&L. 

Subtrahiert man und beachtet, dafs 



Xi—X, X,—X, {X, ~ X,) (X, ~ X,) 

ist, 80 erhält man: 

f(z„ »,) - /■(»., :^) _ -A '.)f'-'.\ + -ffiiL _ _«üL . 

i\ if^j i\ Xfi) {x^—x^)(x^—Xt)^x^ — x, a-, — a:. 
Dividiert man durch % — a;,, so entsteht: 

f(x X. 3-1- f^'^'> I ^<'^' I ^'''^' 

und ähnlich kann man die interpolierende Funktion n — 1*" 
Ordnung unter die Form bringen: 






f{x,, x,---x^ = r ,, ^^i , r + 



Diese Formel ist bereits für die Fälle w ^ 2 und « ^ 3 
erwiesen. Nimmt man an, daTs sie fOr einen bestimmten Wert 
von n gilt, so kann man hieraus leicht auch auf ihre Richtig- 
keit für n -|- 1 schlielsen; damit hat man dann ihre Allgemein' 
gOltigkeit dargethan. 
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Aus der letzten Formel folgert man, dafs eine inter- 
polierende Funktion eine symmetrische Funktion der Veränder- 
lichen ist, von denen sie abhängt. 

85. Man lernt in der Algebra eine ganze rationale Funk- 
tion F{x) vom n — 1*®^ Grade bilden, welche für n gegebene 
Werte x^j x^y - - - Xn auch n gegebene Werte annimmt, näm- 
lich diejenigen Werte f(x^j f{^%)j ' ' ' f{^r)} welche irgend 
eine andere Funktion fix) an diesen Stellen hat. Dieses Po- 
lynom lälßt sich durch die interpolierenden Funktionen aus- 
drücken. In der That, ist F{x-^ = f{x^j so wird die Funktion 
F{x) — /"(^i); da sie für x = x^ verschwindet, teilbar durch 
X — x^. Setzt man daher F^ (x) = — W — ^C^i; ^ g^ ^^^^ jr ^x) 

eine ganze Funktion vom Grade n — 2. Setzt man in ihr 
X = x^y r»8? • • • ^n, so wird F(x^) = f{x^)y • • . F(Xn) = f(Xn) 
und daher nimmt an diesen Stellen F^(x) die Werte an: 

Überdies folgt aus der Gleichung, welche F^(x) definiert: 

(1) Fix) = fix,) + ix-x,)-F, ix). 

Auf das Polynom n — 2*®^ Grades F^(x), dessen Werte man 
für n — 1 Werte der Veränderlichen kennt, kann man die- 
selben Schlüsse anwenden, wie vorher auf F(x). Setzt man 
daher: 

^2 W = ^rirz ; 

SO wird F^ix) eine ganze rationale Funktion vom Grade 
n — 3, welche für x = x^y x^y • • • Xn beziehentlich die Werte 
f(x^y ^2? ^3); • ' ' f(?^iy ^2; ^«) annimmt und man erhält: 

(2) JF, ix) = fix, , x^ -\-ix- x^ F, ix). 
Fährt man so fort, so erhält man eine neue Gleichung: 

(3) F^(x) = f(x^, x^y x^) + (x — rrg) F^(x) 



Schliefslich bekommen wir eine Funktion Fn—i(x) ersten Grades, 
welche fiir x = Xn^i und x» die Werte annimmt 

fi^ly ^27 '" ^«-2; ^n-l) Uud f{x^y Ä^g, • • • Xn-^2y ^n)- 



n^ 
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Daher können wir setzen: 

F.-,{x) - /•(!„ »„ . . . !._,, »._,) + (* - «._,) r._,(x), 

wo i^H_i(a;) eine Konstante ist, deren Wert sich au^s der 
letzten Oleichung ergiebt, wenn man in ihr x^x^ setzt; 
es wird 

Fn-i{x) =■ f(xj, x^, ■■■ a;,_i, «,). 

Setzt man jetzt in die Formel (1) fiir F^ (x) seinen Wert 
aus (2), far F^ (x) seinen Wert aus (3) n. s. w., so findet man 

F(ü;)=f{x,) + ix-x^)f(x^,x^)-\-ix-x,}ix-x^)f(x„x,,x^)-i^- 

+ {x — X^){x — Zi)-(x — Xn-l)f{Xi,Xi,--^n)- 

Auf diese Weise hat man durch die interpolierenden Funk- 
tionen diejenige ganze rationale Funktion » — l"" Grades 
von X ausgedrückt, welche an den Stellen x,, 3:^, ■ ■ • x„ die 
Werte fix,), f{x^), ■ ■ ■ f(x^) annimmt. Die vorstehende Foraiel 
heilst die Newtonsche Interpolationsform el. Da man nur ein 
einziges Polynom » — 1**" Grades bilden kann, welches an w 
verschiedenen Stellen » g^ebene Werte annimmt, so kann 
sich diese Formel von der L^rangeschen Interpolationsformel 
nicht unterscheiden. 

86. Nach einer Formel der Differentialrechnung hat man: 

fe,*.)-rc«), 

wo u ein Wert zwischen Xi und 3^ ist. Dabei ist voraus- 
gesetzt, dals f(x) für alle Werte x in dem Intervalle x,, x^ 
eine bestimmte endliehe Ableitung besitzt. Eine ähnliche 
Formel besteht für die interpolierenden Funktionen von be- 
liebig hoher Ordnung. 

Man nehme an, dals tÜT alle Werte x eines bestimmten 
Intervalles f[x) nebst seinen Ableitungen bis zur m — l"' Ord- 
nung bestinunte endliche Werte besitzt, x^, x^, • ■ ■ x^ seien 
Werte in jenem Intervalle und man betrachte die Funktion 

wo Fix) die frühere Bedeutung hat. Dann besitzt (pix) 
ebenfalls alle Ableitungen bis zur « — 1"™ Ordnung. Diese 
Funktion verschwindet fBr 3^ = 3;^, x^, - ■ - a;„; daher ver- 
schwindet ihre Ableitung fp\x) nach einem bekannten Satze 
für einen Wert x zwischen x^ und x^, för einen andern Wert 
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/.wischen x^ und x^, u. s. w. Zur Fixierung der Ideen ist dabei 
anjjenonuneii, dafo a^ <«, < a^ -■ ■ < a;, ist; in jedem Falle 
aljLT verachwindet fp'(x) mindestens n — Imal in dem Inter- 
valle, das von dem kleinsten und gröfsten der Werte x^,x^---x^ 
begrenzt ist. Aus demselben Gründe verachwindet ip"ix) für 
n ^ 2 Werte in jenem Intervalle; schlielslicb verschwindet die 
Ableitung « — 1*" Ordnung für einen bestimmten Wert m des 
InturvaUes. Es ist aber: 

^-«(x)-f--%x)-P-»{'). 
Durch Differentiation von F(x) folgt aber: 

Also ist: 

yl-i)(i) _ fl-«(x) - (n - 1)1 f(x„x,--. X.). 
Setxt man x = u, so erhält man: 

^("-«(m) = /i"-i){«) - (« - 1)! f{x^, Xf-x,)=^(i. 
Also wird: 

Die.« Formel drückt die interpolierende Funktion der Ordnung 
n — 1 durch die Ableitung derselben Ordnung aus; das Argu- 
ment dieser Ableitung ist dabei ein Mittelwert der Veränder- 
lichen, welcher zwischen den gegebenen Werten von x liegt. 

Ist die » — 1** Ableitung stetig, so lasse man x^,x^--- x„ 
gegen den nämlichen Wert ar^ konvei^ieren, alsdann konver- 
giert auch u gegen x^ und es wird: 

lim/l— 1(„)_/1— )K) 
oder: 

87. Die Funktion <p{x) = f{x) — F{x) steUt den Fehler 
dar, den man begeht, wenn man an Stelle der Punktion f{x) 
das Polynom F(x) setzt; sie lälst sich durch die interpolierenden 
Funktionen ausdrücken. In der That, das Polynom m*^" Qrades, 
welches für die M -|- 1 Werte a:,, a^ ■ ■ • a;„, x,, dieselben Werte 
f{x) annimmt, ist 

f{x,)-\-{x~x,)f(x,,x,) + ...-{-{x-x,yix~x.^,)f{x^,x,---x„)+ 
+ (a; — a:i)-"(a; — a;,)/'{a:t,a;j---3;„,iCo). 
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Setzt man hierin x = x^, so wird sein Wert. fl.r„]. Vertauscht 
man sodtuin Xf^ mit x, so erhält man: 
f(!c) - /■(!,) + (Z- »,) f(x„ X,) + 

••■ + (i-»^,)---(« -«;._,) rtj„i,^..r.) + 
+ (« — a;,) ■■■{« — ^) l'(-i\ , a-j • a„ a:); 



daher wird: 




»W-(«-ai)...(l-:t.)/-(x.,,, 


■, ■-■ 


oder auch: 




p{x)^{x-x,)---{x — x.)^ 


^^"'W 



wo M ein Mittelwert zwischen x^, x^- ■ ■ ar,, x ist. 

Setzt man daher in f(x) = F(x) -{- ip{j') für F(/) und 
ip{x) ihre Werte, ao erhält man: 

«*)-««■) + («-»'■) ft«„ai) + (a:-«,) (.r-»-,) r{'„x„x,) + 
■■■ + (x-z,)---(x-x.-i)f{x„r, ■■!,,) + 

+ (x-x,)(x-x,):-(x-x.)l^- 

Diese Formel zeigt viele Analogie mit der durch den 
Lagrangeschen Restausdnick vervollstäniiigien TayJn rächen 
Formel. 

§ 13. Anweiidimgen der Interpolationsformeln. 
88. Sind die Werte einer Funktion f(j \ liereehtiet, welche 
zwei sehr aneinander liegenden Werten Xid-^, entsprechen, ao be- 
stimmt man manchmal den Funktionswert, der einem Werte 
X zwischen a;, und x^ entspricht, indem iiiiin annimmt, dafs 
die Zuwüchse der Funktion den Zuwüchsen der Veränderliehen 
proportional sind; man stellt also die Pro[iiirtioii auf 

und schliefst aus ihr: 

/•« -/■(».) +(«-«.)ö5i-:«"'-' 

oder: 

/■W-/'W + (*-«,)fe.'^,)- 

Diese Annahme ist im allgemeinen nicht streng; denn wäre 
sie richtig, so würde f{x) eine Funktion ersten Grades von x. 
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Indem man daher für f{pc) den Wert nimmt, der durch die 
fragliche Formel gegeben wird, begeht man einen Fehler, den 
wir abschätzen wollen. 

Ninmit man die Newtonsche Interpolationsformel mit dem 
Restgliede, so hat man: 

f{^) = A^l) + (^ — ^l) /"(^l^s) + (« — ^l) (^ — ^2) fiP^l ^2 ^) 

oder: ^ 

wo u ein Mittelwert zwischen x^^ und x^ ist. Der Fehler wird 
durch das dritte Glied der rechten Seite dargestellt. 

Wir. wollen dieses Resultat auf die Interpolation der 
dekadischen Logarithmen anwenden. Es seien die Logarithmen 
der Basis 10 von allen ganzen Zahlen zwischen 1000 und 
10000 berechnet und tabuliert; dann kann man die Aufsuchung 
des Logarithmus einer beliebigen Zahl immer zurückfiihren 
auf die Aufsuchung des Logarithmus einer Zahl x zwischen 
denselben Grenzen. Es sei x zwischen den ganzen Zahlen N 
und N -j- 1 enthalten; man bestimme Loga;, indem man die 
Interpolationstafeln anwendet, welche (lieben unter der Voraus- 
setzung berechnet sind, dafe die Zuwüchse der Funktion denen 
der Veränderlichen proportional sind. Man begeht dadurch 
einen Fehler, welchen man aus der Formel erhält: 

€ — (X X^,) (X X^J 2j , 

indem man in ihr x^==Ny a;^ = ^+ 1, f(x) = Log x = itf log rc, 

r(^) = f,r» = -^ setzt. 

Substituiert man noch x = N -{-■ h, wo 0<ä<1 ist, 
so wird: 

Nun ist das Produkt ä (l — h) als Produkt von zwei posi- 
tiven Gröfsen, deren Summe 1 ist, ein Maximum, wenn beide 

Faktoren einander gleich sind, also für ä = y * Folglich ist 
A(l-A)<4-, ^-iS^o = 2jTr<i, u>im, also 
i<iöÖÖÖÖÖ- Hieraus folgt, dafe: 
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€< .. .^^n^^^ < 



16 • 1 000 000 ^ 10 000 000 

ist. Der Fehler^ den man bei Anwendung der Interpolations- 
tafeln begeht, ist also immer positiv und kleiner als eine Ein- 
heit der siebenten Dezimale. 

89. In ähnlicher Weise kann man den Fehler absehätzen, 
den man bei Benutzung der regula falsi begeht, wenn man die 
Wurzeln der numerischen Gleichungen, mögen diese algebraisch 
oder transcedent sein, näherungsweise berechnet. 

Es sei f{x) «= die vorgelegte Gleichung und es sei f{x) 
eine stetige Funktion mit bestimmten endlichen Ableitungen. 
Es seien a und h zwei sehr nahe aneinander liegende Werte 
und so beschaflfen, dafs f{d) und fQ)) eni^egengesetztes Vor- 
zeichen haben; dann liegt zwischen a und h eine Wurzel der 
Gleichung. Die regula falsi lehrt eine Gröfse y so zu be- 
stimmen, dafe: 

y — « _ /*(«) 
y-h m 

wird. Dann ist y = ^/ \Il/fc\ ^^ Näherungswert der ge- 
suchten Wurzel. 

Um den Grad dieser Annäherung zu erkennen, benutze 
man die Formel: 

fix) = f{d) + {x^a) f(a, h) + (x- a) (x - h) f(a, b, x) . 

Ninunt man nun an, dafs x die zwischen a und b enthaltene 
Wurzel der Gleichung ist, so wird f(x) = 0, also: 

= f(a) + (a; — a) f(a, b) + (x — a) (x — b) f(a, b, x). 

Hieraus schliefst man, dafs: 

f{a) + {X'-a)(x — b) f{a, h, x) 

oder: 

ist. Aber man hat: 

m _ hf{a)-am _ 

f{a,b)— m^m —y 

oder: 

f{a, b, x) 



X = y — (x — a) (x — 6) 



f{a, b) 
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Also ist der Fehler «, den man bei Anwendung der regula 
falsi begeht, gegeben durch den Ausdruck: 



£ = — (x — a) {x — 6) 



/•(a, 6, x) 



Dieser Fehler ist durch die Unbekannte x ausgedrückt und 
daher unbekannt. Beachtet man jedoch , dafs x zwischen a 
und b enthalten ist, so erhält man: 

\(x-a)(x-b)\<^^^ und fia,b,x)^f^, 

wo u ebenfalls zwischen a und b enthalten ist. Helfet also M 
der gröfste Wert, den | f\u) \ annimmt, wenn u zwischen a 

und b variiert, so wird | /*(a, &, rr) | < y und daher ist: 

£ <- 



8 m-^m 

90. Die Differentialrechnung gestattet auch den Fehler 
abzuschätzen, den man begeht, wenn man die Newtonsche Regel 
benutzt, um die Wurzeln einer Gleichung näherungsweise zu 
berechnen. Es sei a ein Näherungswert für eine Wurzel der 
Gleichung f(x) = und a + Ä ihr wahrer Wert, dann wird: 

f(a + Ä) = f(a) + hfia) + ^ r(a + 0Ä) = 0, 
also* 

j _ _ /W _ »! r(e» + eft) 

'*— na) 2 /'(«) 
Die Newtonsche Formel nimmt als Näherungswert für h das 

erste Glied — ^j-^ und begeht hierdurch einen Fehler, der 

durch das zweite Glied dargestellt wird. Er ist unbekannt, 
aber man kann eine Gröfse bestimmen, die er nicht über- 
schreitet, sobald man von h weifs, dafs es eine bestimmte 
Gröfse nicht überschreitet. 

§ 14. Unendliche Produkte. 

91. Gegeben sei eine unendliche Reihe von Gröfsen, 

%7 ^u ^27 " •; 
die nach einem bestimmten Gesetz gebildet sind, und man 
betrachte das Produkt: 
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der n ersten unter ihnen. Konvergiert nun P„ mit unbegrenzt 
^w^achsendem n gegen einen endlichen Grenzwert P, so nennt 
man das unendliche Produkt Uofi^ti^ • • • konvergent und sagt, 
dafs es den Wert P hat. 

Man beweist durch ähnliche Überlegungen wie die sind, 
welche wir bei den Reihen angestellt haben, die Sätze: 

Sat0. Um über die Konvergenz eines unencUicJten Pro- 
duktes zu entscheiden, kann man von einer endlichen Anzahl von 
nicht verschwindenden Faktoren zu Anfang des Produktes absehen. 

Satz. Konvergiert das unendliche Produkt u^u^ • • • gegen 
einen endlichen von null verschiedenen Ghrenzwert, so ist lim Wn= 1. 



:ao 



Aus diesem Grunde bringt man das allgemeine Glied Un 
auf die Form w^ = 1 -f- a„; dann wird das unendliche Produkt: 

Konvergiert dieses gegen einen von null verschiedenen Grenz- 
wert, so ist lim «n = 0. 

Die Prüfung der Konvergenz eines Produktes reduziert 
sich auf die Prüfung der Konvergenz einer Beihe mit Hülfe 
des folgenden Satzes: 

92. Satz, Das unendliche Produkt 

(1 + «o) (1 + aj • • • (1 + ««) • • • 

kowoergiert gegen einen von null verschiedenen Grenzwert, wenn 

die Reihen: 

«0 + «1 + «2 H 

und 

«0* + «1* + «2'' + • • ■ 
konvergieren. 

In der That, konvergiert die Beihe der a, so ist lim a„ = 
und lim (1 + a«) = 1. Daher sind von einer bestimmten Stelle 
an alle Faktoren des Produktes positiv. Wir können annehmen, 
dafs dies schon vom ersten Faktor an der Fall ist; denn wir 
dürfen von einer endlichen Anzahl negativer Faktoren absehen. 

Setzt man: 

P, = (l + «o)(l+«i)---(l + a,_i) 
und nimmt beiderseits die Logarithmen, so wird: 
log P, = log (1 + cco) + log (1 + «0 + • • • + log (1 + a,_i). 
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Die Mac-Laurinsche Formel 

/•(«) = /•(0) + «r(0)-|-^V'(e«) 

ergiebt för 

/•(«)= log (1 + «), r(«)=j:p^, n«) — rr^ 

die Gleichung: 

log(l + a) = «-i-^^^^. 

Setzt man hierin a = a^, «j, • • • ««— i und sind 6q,0i, • • • 0«— i 
die zugehörigen Werte von 0, so ergiebt sich durch Addition 
der entstehenden n Gleichungen: 

log P« = («0 + «1 H h a«-i) — 

(22 2 \ 

Die Gröfsen 1 + (%a^y, 1 + {e^cc^Yr- 1 + (0«a»)S ••• sind 
positiv und ihr Grenzwert ist 1. Also giebt es eine positive 
Zahl m^ die sie übersteigen und es wird: 



und: 









Mithin sind die Glieder der Reihe, deren allgemeines Glied 
, " — r^ ist, kleiner als die entsprechenden Glieder der- 

jenigen Reihe, deren allgemeines Glied -^ ist. Da diese aber 

konvergiert, so konvergiert auch jene Reihe. 

Mithin konvergiert log P» gegen einen endlichen von null 
verschiedenen Grenzwert: 

lim log Vn = («0 + «1 + «2 • • •) — 

Da aber P^ = ^oePn ist, so konvergiert auch P» g^gen einen 

Grenzwert: 

limPn = e^i<»8^n, 

der bestimmt, endlich und von null verschieden ist. 
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93. Eorollar I. Ist die Reihe «o^ ^i * ' * Iconvergent, hin- 
gegen die Reihe a^y a^^ a^^ • • • divergent, so ist lim P = 0. 



iOO 



In der That, die Gröfse 1 + (6»«»)^ ist endKch, welches 
auch der Wert von n sein mag, und ihr Grenzwert ist 1: 
Also giebt es eine positive Gröfse Jf, jRir welche 1 + (ßnCCnY < -äf 
wird bei jedem Werte von n. Die Reihe: 



«0* «1* 



bat lauter positive Glieder, die gröfser sind als die ent- 
sprechenden der Reihe: 



«0* «1* 



M ' M ^ 

Da diese aber nach Voraussetzung divergiert, so thut dies 
auch die erste Reihe. Daher besteht log P„ aus zwei Teilen: 
der erste konvergiert mit unbegrenzt wachsendem n gegen 
einen endlichen Grenzwert, der zweite gegen — oo; also wird 
lim log P« == — oo und daher lim P„ = 0. 
Eorollar IL Die unendlichen Produkte: 

(l + «o)(l + «x)(l + «.)--- 
tma 

(l-«o)(l-«,)(l-««)---, 

in welchen a^, «i, «2? * * * positive Zahlen sind, konvergieren 

gegen einen endlichen, von null verschiedenen Orenswert, wenn 

die Reihe 

«0? «i; «27 • • • 

konvergiert. 

In der That, die erste Bedingung unseres Satzes ist von 
selbst erfüllt, die zweite aber folgt aus ihr, da die Glieder 
der Reihe 

«0^ ^17 «2^ • • • 
von einer bestimmten Stelle an (nämlich, wenn a„ < 1 wird) 
kleiner sind als die entsprechenden Glieder der ersten Reihe. 

Um noch eine Anwendung von unserem Hauptsatze zu 
geben, so konvergiert beispielsweise das unendliche Produkt: 

sobald I a? I < 1 ist, da dann die Reihen: 

Xj x^, x^ • • ' und x^, a^, x^ ' ' ' 
konvergieren. 



. I 
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Das unendliche Produkt: 

(^+pr)C-^)('+^)('-7i)- 

hat den Grenzwert null, da die Reihe: 

yi' 1/2' yä' Vi'"' 

zwar konvergiert, die Reihe ihrer Quadrate aber die harmo- 
nische Reihe ist und daher divergiert. 

§ 15. Beihen mit veränderlichen Gliedern. 
94. Die Glieder einer Reihe: 



• • 



• Wq, Wj, Wg, 

können Funktionen einer Veränderlichen x sein. Ist die Reihe 
für ein gewisses System von Werten konvergent, so ist ihre 
Summe für jene Werte eine bestimmte Punktion von x. Es 
sei X einer dieser Werte; alsdann kann man zu einer will- 
kürlich fixierten positiven Zahl € eine Zahl N bestimmen, 
sodafs für jeden Wert von n> N der Rest der Reihe r^, von 
n + 1*®° Gliede angenommen, absolut kleiner als e wird. Diese 
Zahl N wird jedoch von dem besonderen Werte abhängen, 
den man x erteilt hat. 

Wir sagen, dafs eine Reihe, deren Glieder Funktionen von 
X sind, und die in einem bestimmten, endlichen oder unend- 
lichen Intervalle konvergiert, in diesem Intervalle gleichmäfsig 
konvergiert, wenn man zu einer willkürlich fixierten positiven 
Zahl s einen positiven Wert N bestimmen kann, sodafs für 
jeden Wert von n^N und für jedes x in dem betreffenden 
Intervalle | r« | < £ wird. 

Die bekannten Konvergenzkriterien reichen häufig aus, um 
die gleichmäfsige Konvergenz einer Reihe zu erkennen. So 
schliefst man aus den Nrn. 57 und 65: 

Sat0. Eine Beihe mit veränderlichen Gliedern konvergiert 
gleichmäfsig in einem gegebenen Intervalle, wenn die Glieder der 
Beihe immer absolut Meiner sind, als die entsprechenden Glieder 
einer konvergenten Beihe. 

In der That, sind die Glieder der Reihe %? %; ^2; * ' ' ^^ 
jeden Wert von x in dem gegebenen Intervalle absolut kleiner 
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als die entsprechenden Glieder der konvergenten Reihe »i, ör^ • • •, 
so ist die vorgelegte Reihe konvergent, und, nennt man r« und 
Qn die Reste der beiden Reihen, vom n + l***** Gliede an ge- 
rechnet, so wird I r« I < (>n- Da »her die zweite Reihe kon- 
vergiert., so kajm man zu einer willkürlich fixierten positiven 
Zahl 6 eine Zahl N bestimmen, sodafs för n'^N auch ^» < 6 
wird; daher ist um so mehr | ^« | < £, w. z. bew. w. 

So ist z. B. die Exponentialreihe: 

^ ««/ •«/ tXj 

in jedem endlichen Intervalle gleichmäfsig konvergent; denn 

ist a gröfser als alle Werte | o; | in dem Intervalle, so sind 

die Glieder der vorstehenden Reihe absolut kleiner, als die 

Gröfsen : 

- a a* 

welche eine konvergente Reihe bilden. 

Sind aQa^a2'" irgend welche Gröfsen und 6© ^i ^2 * ' * Posi- 
tive Gröfsen, die eine konvergente Reihe bilden, so ist die Reihe: 

6q sin a^x^ b^ sin a^^x, b^ sin a^Xy • • • 

in jedem Intervalle gleichmäfsig konvergent; denn ihre Glieder 
sind absolut nicht gröfser als die entsprechenden Glieder der 
Reihe der b. 

Unter den nicht gleichmäfsig konvergenten Reihen kann 
man wiederum die Exponentialreihe anführen, wenn man sie in 
dem Intervalle ( — 00, + ^ betrachtet. Denn ist :r>0, so ist 

der Rest r» > — und er nimmt daher, welchen Wert man auch 

für n fixieren möge, mit wachsendem x beliebig grofse Werte 
an, imd übersteigt mithin schliefslich jede gegebene Zahl s. 

Femer betrachte man die Reihe: 

X* ' , X^ Ä* 

1 (1 + a;«) ' {l + x*)(l + 2x^^' ' '' ^'^ ~ (1 -f nx^ [1 + {n + 1) x*] ' 

In ihr ist: 

1 1 

^"~" l+nx*~ l + (n+l)x^^ 
daher wird: 

Oenocchi-Peano, DifF.- a. Integral-Bechnung. 7 
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1 1 

M. = 



1 1 + x* l + 2x* 

_ 1 1__ 

**"-* ~ l + (n — l)a:« 1 + nx^' 

Durch Addition folgt: 

^''^^~ l + nx*' 
Läfst man n unendlich werden, so wird für a;=f=0, lim 7-7- — 5 =0 

i. ~y" TtX 

und lim5„= 1; ist dagegen a; = 0, so wird 5n = und lim5« = 
Also konvergiert die vorstehende Reihe för jeden Wert von x, 
und ihre Summe ist eine Funktion von ar, die für a; =J= den 
Wert 1 und für a: = den Wert hat. 

Ist X 4=0, so wird r„ = -r—, 1 ; fiir x = wird r« = 0. 

Fixiert man eine beliebig kleine positive Zahl «< 1, so 

mufs fiir a; =f= 0, n > — j- sein, damit r« < f wird; für x = 

c X 

ist n überhaupt an keine Bedingung gebimden, sondern es wird 
für jedes n, r« :*= < «. Lä&t man jetzt x in einem Intervalle 
variieren, sodafs seine Werte sich nicht imbegrenzt der Null 
nähern, sondern dafs eine positive Gröfse a existiert, unter 

die I a; I nicht herabsinkt, so wird ^ < — j-; macht man 

daher n > — =- , so wird auch n > — r- » lu^d r» < b- Also 

konvergiert die vorstehende Reihe gleichmäfsig in jedem Inter- 
valle, das den Wert null weder in seinem Lmem noch an 
seinen Enden enthält. Giebt man dagegen x Werte, die der 
Null beliebig nahe kommen können, so ist die Reihe nicht 

mehr gleichmäfsig konvergent, da — j- mit verschwindendem x 

€ X 

unendlich grofs wird und daher kein n existiert, welches der 
Bruch nicht überschritte. 

95. Satz. Wenn die Glieder einer Beihe solche Funk- 
tionen von X sind, die fü/r x = x^ (oder 00) bestimmte Grenz- 
werte haben und wenn die Beihe für die gerade betrachteten, 
die Stelle Xq (oder 00) enthaltenden Werte von x gleichmäfsig 
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Jconvergierty so ist der Grenzwert der Summe der Reihe gleich 
der Summe der Grenzwerte der einzelnen Glieder, 

Es sei: 

^o; ^; «^; • • * 

die vorgelegte Reihe; Sn sei die Summe der ersten n Glieder, 

s die Summe der Reihe und r„ der Rest der Reihe, vom 

^ _j_ jten (Jiiede an gerechnet; die Glieder der Reihe, Sn, s 
und r„ sind Funktionen von x. Es seien 

«o; »i; <hy "' 
die Grenzwerte, welche die Glieder der Reihe annehmen, wenn 
X gegen x^ (oder oo) konvergiert und <y« sei die Summe 

Ö^O + ^1 + • • • + 0,n-l' 

•Wir werden zunächst zeigen, dafs die Reihe der a konver- 
giert imd sodann, dafs ihre Sunmie der Grenzwert der Summe 
der gegebenen Reihe ist. 

Zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl e kann man 
eine Zahl N bestimmen, sodafs für n> Ny | r« | < fi wird; denn 
die gegebene Reihe konvergiert ja gleichmäfsig. Ist i? > 0, so 
wird auch |r«4.p| < e und daher auch l^n+p — ^n| < 2^; d. h. 

Läfst man jetzt x gegen x^ (oder ex?) konvergieren, so erhält 
die linke Seite, da sie immer kleiner als 2« bleibt, einen be- 
stimmten endlichen Grenzwert 

welcher 2e nicht übersteigen kann; daher wird: 

I an + «n+l H h öt»+j,-l I ^ 2f, 

d. h. zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl 2 £ kann 
man eine Zahl N bestimmen, sodafs für jeden Wert von 
n'^ N 'und für jeden positiven Wert von p 

I a„ + öt«+l -\ [- ttn^p-l I ^ 2£ 

wird. Daher ist (Nr. 56) die Reihe a^, %, a^y • • • konvergent 
und ihre Summe, die wir 6 nennen, ist zwischen 6n-\- 2 b und 
6n — 2 s enthalten. 

Man fixiere jetzt eine beliebig kleine positive Zahl a und 
setze a = 3£+^'? ^^ * ^^^ ^' ebenfalls positive Zahlen 
sind. Man bestimme femer N so, däfs für w > ^, | r« | < f, 

7* 
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also auch \s — s,» | < a wird; endlich bestimme man eine 
positive Zahl ä, sodals für \x — a;^j | < Ä (oder für a; > Ä), 
\ Sn — <yn I < f ' wird; dies ist immer möglich, da lim 5« = 6n 
ist. Nach dem vorher Bewiesenen ist auch \ 6n — <y | < 2f 
und daher \s — <y | < 3« + f ' oder \s — <y | < a. Man kann 
also zu einem willkürlich fixierten positiven a eine positive 
Zahl h bestimmen, sodafs für jeden Wert von x^ der sich 
von Xq am weniger als h unterscheidet (oder für jedes x>h) 
die Differenz \s — <y | < a wird; also erhält s den Grenzwert 6, 
wenn x gegen Xq (oder oo) konvergiert, w. z. bew. w. 

Eorollar. Wenn die Glieder einer Reihe in einem gegebenen 
IntervaUe stetige Funktionen von x sind, und wenn die Reihe in 
demselben Intervalle gleichmäfsig konvergiert ^ so ist <meh die 
Summe der Reihe eine stetige Funktion von x. 

96. Satz, Sind die Glieder einer konvergenten Reihe üi 
differenUierbare Funktionen von x u/nd konvergiert die aus den 
Äbleittmgen der einzelnen Glieder gebildete Reihe 91' gleichmäfsig^ 
so ist die Summe der gegebenen Reihe 91 ebenfalls eine differen- 
tiierba/re Funktion von x u/nd ihre Ableitung ist gleich der 
Summe der Reihe 91'. 

Es sei: 

^(^)> /i(^), ^(^); ••• 

die gegebene Reihe 91 und F(x) ihre Summe, dann ist: 

F(x) = U{x) + f^ix) + U{x) -\- ■ ■ ■ . 

Erteilt man x erst einen Wert rr^, sodann einen Wert x^-\-h 
und bildet dann die Differenz der zugehörigen Werte von 
F{x), so erhält man nach Division mit h: 

Man nenne i?« den Rest dieser Reihe vom n + l*®** ßliede an. 
Es sei: 

foX^), fii'^), f»\^), • • • 

die Reihe 91' aus den Ableitungen der einzelnen Glieder, die wir 
als gleichmäfsig konvergent voraussetzen, und es sei r„(a;) ihr 
Rest vom n + l*^** Gliede an. Man bestimme zu einem will- 
kürlich fixierten € ein N, sodafs für n ^ .W, | r« | < £ wird. 
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Alsdann hat man: 

Mn+p — lin= J^ 1 JJ 1 

• • • M^^ — ■■ - ' - ■ ■ I - 1- —-...■■■■ - I ■ ■■■■-.■ • 

Ä 

Setzt man q>(x) = fn{x) + A+i(a;) H [- fn^p-.i{x\ so 

hat man: 

i?,+, - ij. = ■»(».+ ^)-p( ^ _ y '(^^ + öÄ) 

oder 

ii„+^-i2„=/;X^o+öÄ)+A+i(iPo+eÄ)+...+/;'4.i>^(^o+öÄ). 

Das Glied auf der rechten Seite ist gleich: 

rn+p(xQ + GÄ) — rn(|ro + Gä). 
Daraus folgt: 

J?„4.p — B„ = ^«+p(iPo + ÖÄ) — rn(xQ 4- GÄ) 
oder 

■B« = rn{xQ + GÄ) + Rn+p — r«4:p(ir^j + GÄ). 

Man lasse jetzt p unendlich werden; dann bleibt i2„ konstant^ 
rn{xQ + Ö*) ^^^^ kann sich ändern, da G von^ abhängt, es bleibt 
jedoch immer absolut kleiner als «; JBn+p und rn^p{xQ + öä) 
konvergieren gegen Null, also wird | ^n | ^ f . 

FolgHch ist die Reihe för ^(^c + ^)^- F{x,) gi^ichmäfsig 

konvergent, da man zu einem beliebig klein fixiertem posi- 
tivem s eine positive Zahl N bestimmen kann, sodafs für 
n^N, I -Rn I ^ f wird. Die einzelnen Glieder der Reihe haben 
zu Grenzwerten: 

fo{^o)7 /i'K); ^'(^o); •••• 

Daher konvergiert auch h — ^ g®g®^ einen be- 

stimmten Grenzwert, und es wird: . 

§ 16. Übungen. 

97. 1) Ist die Summe 5„ der ersten w Glieder einer Reihe 
fär jedes n gegeben, so ist damit auch die ganze Reihe gegeben; 
diese ist: 5^, $2 — 5^, s^ — 82, •• • und das allgemeine Glied ist 
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2) Ist Sn eine ganze rationale Funktion von n, so gilt 
Gleiches von m«. Ist umgekehrt w» eine ganze Punktion von n^ 
so kann man eine zweite ganze Funktion von n bilden, J^W? 
die fiir ganze positive Werte von n mit s„ übereinstimmt. 

3) Zu beweisen, dafs für die Reihen: 
1, 2, 3, 4 . • • Un = n-\-l, 

1,3, 6, 10... Un = ^(n + l){n + 2), 
1,4,10,20... u« = iy.(n+l)(n + 2)(n + 3), 

beziehungsweise: 

«« = ^w(n + l), ln(w+l)(n + 2), 

ijn(n+l)(n + 2)(n + 3), ... 
ist. 

4) Zu beweisen, dafs 

0P + lP + 2P'\ [•{n — l)P = 

^nP+^+Ä,nP+pA^n^-^+p(j^—l)A^nP-^+'--^plJ^n 

ist, wo A^y A^j A^y . • . numerische Konstante sind, die sich 
aus den Gleichungen bestimmen: 

^ + A = o, 

37 "^ IT "^ ^ "^ ^^ 



A j ^ 1 L ^-^ -4- X 1=0 

Hieraus findet man: 

A=l; -4.^= y, J^ = ~, ^ = 0, A^ = — 720^*"* 

5) Ist s„ eine rationale Funktion von n, so gilt Gleiches 
für Un. Umgekehrt aber, ist w« eine rationale Funktion von n, 
so giebt es im Allgemeinen keine rationale Funktion von n, 
welche den Wert von Sn darstellt. 
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So giebt es z. B. keine rationale Funktion von n^ welche 

1^ Y' 3 



die Summe s„ von --, — , -x- • • •, darstellt 



f(n) 
Nimmt man nämlich an, dafs Sn durch den Bruch -^^ 

dargestellt würde^ in dem f(n) und q)(n) ganze ganzzahlige 

Funktionen ohne gemeinsamen Teiler sind, so müfste sein: 

f{n + l) f(n) ^ 1 
9(n+l) ip{n) n + 1 

oder 

(« + !)/•(».+ l)9(»)-(n+l)/-(n)9,(n+l) = 9>(»)9>(« + 1). 

Der Einfachheit halber sei n eine Primzahl. Die linke Seite 
ist teilbar durch n -^ 1^ also auch die rechte. Mithin ist ent- 
weder 9>(n) oder q)(n -^ 1) durch n+1 teilbar. Ist zunächst 
ip{n) durch n + 1 teilbar, so ist q)(n + 1) durch n + 2 teil- 
bar, also ist dann auch (n + l)f(n + l)q)(n) durch n -{- 2 
teilbar. Da aber f(n + 1) und 9>(n + 1) keinen gemeinsamen 
Teiler haben, so muTs 9>(n) durch n -\- 2 teilbar sein. 

Fahrt man so fort, so erkennt man, dafs 9)(n), das durch 
n + 2 teilbar ist, auch durch n + 3 teilbar ist u. s. w. Dieser 
Schlufs ist solange anwendbar, bis man zu einer Zahl kommt, 
die selbst ein Vielfaches von n ist; d. h. 9>(n) ist teilbar durch 
n + 1, n + 2, • • • 2n — 1. q){n) wäre also durch n verschiedene 
lineare Funktionen von n teilbar. Da aber n beliebig grofs 
gemacht werden kann, so wäre ip{n) durch beliebig viele 
lineare Funktionen von n teilbar. Dies ist aber widersinnig, 
also ist 9>(n) nicht durch n + 1 teilbar. 

Ist aber zweitens 9>(n + 1) durch n + 1 teilbar, so zeigt 
man auf ähnliche Weise, dafs y (n + 1) auch durch n, n — 1, • • • 
teilbar ist und dies ist ebenfalls widersinnig. 

6) Zu beweisen, dafs 
1 = J_4._i_4-_i_ J 

1.2 '^2.3~3.4~ ' 

1__JL_ i __1___4. 

1 1 




p x{x+l)"(x + p--'l) ^ (iK + w) (a; + n + 1) • • • (a; + n + jp) ^ 



■pl^'^Y"' ^~p)^ 1(P+1) "^ 2(i)+2) "I '~n(i>+n) + '"' 
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7) Die Summe 

in der m und n ganze positive Zahlen sind^ hat für n = cx) 
den Grenzwert log m. 

Man beweist diesen Satz leicht^ indem man sich der For- 
meln der Nr. 61 bedient. 

8) Der Rest einer Reihe mit positiven Gliedern, in welcher 

71 j Jk** 

yun < Ä < 1 ist, ist (Nr. 58) kleiner als , • 

9) Der Rest einer Reihe, in welcher | w^+^w» | < J. ist, 
wobei a > sein soll, ist. (Nr. 62) absolut kleiner als • 

10) Die Reihe: 

«1 cos ic + ag cos 2a? -f- ^s ^^ 3a? + • • • , 

in der a, O) • • positive, beständig und unbegrenzt abnehmende 
Gröfsen sind, konvergiert für alle Werte a;, die von 2Jc7e ver- 
schieden sind, wo Je eine ganze (positive oder negative) Zahl 
einschliefslich der Null bedeutet. 
In der That, man setze: 

Sn = a^ cos X -\- (I2 cos 2a; + • • • + ^n cos nx 
und multipliziere beide Seiten mit 2sin-2-' Bedenkt man, dafs 

2 cos Kx sm — = sm — ^ — x — sm — r — x 
ist, so erhält man: 

2s„smY = aiSmY^ + össmYa? + ••• + a«sm — -—- x 

. 1.3 . 2» — 1 

— «1 sm Y^ — «2 sm Y a? — a« sm — - — x 

oder 



(*) 



„ 1 '1' 

25« sin Y ==^ — ^^ siii Y ^ 4" (% — ^) ^in y ^ 

+ («2 — «s) sin Y ^ H 

+ (a„_i — an) sm ^ ic + a„ sm — ^^ a;. 



Nun konvergiert aber die Reihe der positiven Glieder 
a^ — Og, «2 — «8, • • •; denn die Summe der n ersten Glieder 
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ist a^ — »n+i und hat für w = oo wegen lim a„-f i = den 
Grenzwert a^. Also konvergiert auch die Reihe: 

(a^ — Oj) sin -^ a; + (o^ — «3) sin — a; + • . . . 



2 

2 



Femer ist lim a» sin — ~- x = 0y also schliefst man aus (*), 



X 



dafs 25« sin ~ gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, 

und dafs folglich, wenn ar nicht von der Form 2Jc7C ist, auch 
^n gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. 
Für X = 2Jc7t wird die Reihe: 

ö^; «2; «3; • • •? 

diese kann konvergieren oder divergieren. Für x = {2k -\- l)n 
entsteht der Satz der Nr. 66. , 

11) Die Reihe: 

a^ sin iP + öt^ sin 2a; + ötß sin 3ir + • • • , 

in der «1,0^, • • • positive, beständig imd unbegrenzt abnehmende 
Gröfsen sind, konvergiert für jeden Wert von x. 

12) Die Reihe -f" ^o> — **!? H" ^27 — ^qj ' ' ' sei kon- 
vergent und man setze: 

A%o = Awj — Awq, A^^i = Aw^ — Awi, • • • 

; < . . . . j 

dann wird: 

«0 — «i + «8 — «s+-=-2-«o — 2f^"o + 2J^*«*o 

wobei: 

ist. 

In der That, setzt man: 

5 = ^0 — «*i + «^ , 

so wird auch: 

5=0 + % — % + % — •••• 

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhält man 
nach Division durch 2: 
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^== Y^o — y(^i~^o) + yK — wj 

oder 

^ = Y «*o — Y [^«*o — ^^1 + • •]• 

Daher konvergiert die Reihe Awq, — Aw^, + ^^? * * ' ^^d 
wenn man: 

8'= AWq — Atfi + ^^ — • • • 
setzt, so wird: 

8 = Y % — Y ^'• 
Setzt man analog: 

S'"= A»Wo — ^*«*i + A^Wj — . 



so erhält man: 

. Ä' = 4- A«o - -i- 5", 



5(»-i) = ~ A"-1mo — Y 'S««). 



Durch Substitation der Werte der 8 in diese Gleichnngen ent- 
steht die zu beweisende Formel. 



Id) Es ist: ^ + A 



+ 1 ' x+2 

^ ^ , ^ I 2i , ^ L 

2x'^2^x(x+l)'^2^x(x+i)(x+2)'^2^x(x+l)(x+2)(x+B)^'''^ 

sobald •x keine negative ganze Zahl ist. Diese Formel wird 
bewiesen, indem man die vorige Transformation anwendet und 
zeigt, dafs lim i?« = ist. Setzt man in ihr o; == 1, so er- 
hält man: "^^ 

Die Reihe linker Hand giebt log 2 (vergl. Nr. 79 u. 66) 
und konvergiert sehr langsam, die Reihe rechter Hand hin- 
gegen konvergiert sehr viel rascher. 

Setzt man a? = -ö-; ^^ erhält man: 

1 3 + 5 7 "• ~ ' 1-3 ' 136 i" 1.3-5.7 '"*: 
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Die Reihe links giebt — (vergl. Nr. 82) und ist auf diese 

Weise in eine rascher konvergierende Reihe verwandelt. 
14) Zu beweisen, dafs . 



+**i^+%^'+-- = i^ + (r^^^o+(r^8AX+--- 



ist, wo ^ 

gesetzt ist. Vorausgesetzt ist dabei, dafs die Reihe 

Uq + u^x + «*2^^ + • • • 
konvergiert und dafs x=^l ist. 

15) Zu beweisen, dafs für | a; | < 1 

-(i + t + t + t)»' + --- 

ist. 

p_ 

16) In der Reihenentwickelung von (1 + ^)^ nach dem 
binomischen Satze haben die Zähler und Nenner der Koeffi- 
zienten, wenn sie zu einander relativ prim gemacht sind, nur 
Faktoren von q zu Teilern. 

17) Die Reihenentwickelung von e* lafst sich aus der 

I'orm«! c' = lim(l + ^)- 

ableiten. 

In der That, nimmt man der Einfachheit halber m ganz 
und positiv an, so wird: 

(•)(i+=)"-'+'+i;(i-i)+s('-=)(i-i)+-- 

Es sei nun n irgend eine ganze Zahl, gröfser als | o; { 

1 -| 1 = J. + ^ setzen, wo A 

und B die Werte haben: 

^ = l+^ + 5!(l_A)+... + ?!(l_±)...(l_!Lzil), 

(n+l)!\^ ml V m)^ 

I '^ii M (1 *"~^^ 
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Läfst man n fest^ während m unbegrenzt wächst^ so wird: 



X , X* , . x" 



"^ 1! "^ 2! "^ "^ n! 

Andererseits wird: 



irr+i . 1x1*+* . . ur 



B\ <^^ [-^^ 1 J- 



(n + l)! ' (n + 2)! ' ' ml 

und also um so mehr: 

' ' ^ (n+l)lL ^ w + 1 ^ ^ (n+ir^»-^J 

Nun ist aber | x \ < w, also auch | r» | < w + 1 ? die Glieder 
in der Klammer bilden daher eine abnehmende geometrische 

Ire I 
Reihe mit dem Quotienten ' ' also wird: 



S < T^-Tsi V-r oder \B\< 



(n + l)l .__\x\_ l--l--n!(n+l-|a:!) 

n + l 

und man kann setzen: 

^ = 9' , '^' — r-T^7 wo — l<e<l. 

»!(n+l — \x\)^ 

1-| 1 

und Ä bestimmte endliche Grenzwerte; also gilt das Gleiche 
auch von B und also auch von 0. Setzt man daher lim = -ö", 
so ist — 1 ^ -ö" ^ + 1 und es wird: 

X . x^ . r a;" , ^ Jic|«+^ 



e* 



•ll'2!^ 'n!"^ 



n ! (n + 1 — I a; I) 

Für w = oo erhält aber das letzte Glied den Grenzwert 
null und es entsteht die Entwickelung von 6* (Nr. 70). 

Dasselbe Resultat würde man noch schneller durch die 
Bemerkung erhalten, dals das Polynom auf der rechten Seite 
der Formel (*) als eine unendliche Reihe betrachtet werden 
kann, indem man ' unendlich viele Glieder gleich null folgen 
läfst; ihre Glieder sind Funktionen von m und die Reihe ist 
gleichmäfsig konvergent; also kann man den Satz der Nr. 95 
anwenden. 

18) Die Reihenentwickelung für log (1 + x) soll aus der 

Formel log a = lim m \Ya — l) abgeleitet werden. 



J»=QO 
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Man beweist diese Formel, indem man w = -v- setzt. 

Dann wird imr- \ «* — i 

m(>/a-i;=-^j— . 

und der Grenzwert für m = c» oder A= ist der Wert, 
welchen die Ableitung von a* für a; = annimmt. Man setze 
in ihr a = 1 + a;, entwickele nach Potenzen von x und gehe 
zur Grenze über. 

19) Die Beihenentwickelungen für sin x und cos x können 
auch aus den Formeln für die Cosinus und Sinus der viel- 
fachen Winkel abgeleitet werden: 

sin mz = (^*j si^ z cos"i-^jef — (^j ^\v?z cos~-*;er 

+ (^)sinöi9cos"'-5j? , 

cos WZ = cos*"jef — (^j cos"*~*jßi sin^jgf 

+ (T) <^ös'"-*;8r sin^jef , 

in denen m eine ganze positive Zahl und yy\ den Ausdruck 
Ä;i "" bedeutet. Für gerades m erhält man: 

cosm0.= 1 — "57 sm*0 -| ^^-r-; ^vcrz 

( ) W«(w» — 2«)(w«— 4«) . « , 

und für ungerades m: 

w(w" — 1*) . • 
sm mz = m%vcLZ —^s — - sm" z 

6 I 



-| i^ _L^ ^ sm^ z • • . 



(4) 

In der That, man braucht nur mz = x zu setzen und 
dann m = oo werden zu lassen. Die vorstehenden Formeln 
kanii man leicht durch Induktion oder durch Differentiationen 
beweisen. Aus ihnen lassen sich unzählige andere ableite'n 

durch Differentiationen, Vertauschung von z mit — z und 

algebraische Umformungen. Beachtet man z. B., dafs die rechte 
Seite in (4) eine ganze Funktion m*®" Grades von sin z ist, 
imd drückt sie durch ein Pirodukt von m Faktoren aus, so er- 
halt man, wenn m = 2n + 1 gesetzt wird: 
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(5) (2n + l)sinjßi/l — 



siii(2n + l)jß? = 

sin*« \ /- Biii*£P 




ßui ;: — TT / \ 81^ :; — i-w 

2n + l/ \ 2n + l^ 

sin'xf 



sin" 



2» + l. 

20) Die Funktion sin x läüst sich als unendliches Produkt 
darstellen und man hat: 

Setzt man nämlich in der Formel (5), (2n + l);8f = ic, so 

erhält man: 

sina; = 



M/ \ / • A W 



sin* - — r-^ \ / sin* 



/o I i\ • ^ I i 2w + l 11 ^ 2w+l 



Sin' 



w 2w + l 



sin" 



2w+l 

Fixiert man eine beliebige ganze Zahl m, die jedoch so grols 

ist, dafs (w + 1) Ä > I a; I ist und setzt man n> m, so kann 

man schreiben: 

^inx = Ä' B. 

Dabei bedeutet: 

^ = (2« + l)sin^(l-!;!l^|.|l- 

\ ^^ 2w+l/ \ ™ 2n + l 

sin* - — rrr i / sin' 




5= 1 !!t±L ... 1 lrt±l 

\ 2n+l ^ ^ 2n + l. 

Femer hat man lim (2w + 1) sin r — rr = ^^ ' und ebenfalls 
für n = oo: 

Sin' 



8U1 ^; — r^ ' 

2n+l. 
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also wird: 

lim^ = a.(l-$)(l-^.)...(l-^)==P„. 

um B abzuschätzen^ beachte man^ dafs seine sämtlichen Fak- 
toren kleiner als 1 sind^ also ist auch JB < 1. AuTserdem ist 
für irgend welche positiven e: 

(1 - £i)(l - f,) ... (1 - «,) > 1 — (f, + £, + ... + a,), 
also wird auch 

1 . . 1 



B>1 



sm 



8 



X 



2n + l 



. , (w + 1) « 
2w + l 



+ ••• + 



am' 



nn 



2n + lJ 



Man beachte jetzt^ dals sin^ 



X 



< 



X' 



2n+l ^ (2w + l) 



ä ist. Wächst 



Bin g 



femer im ersten Quadranten^ so ninmit die Funktion 
von 1 bis — ab, denn ihre Ableitung ist negativ. Also hat 

ffleichimff der Reihe nach g = » , ^ , • • • » ^T < . so er^ 
hält* man: 



man för 0<jef<— , 8injgf> — Setzt man in dieser Un- 



2 r 



oder einfacher: 



\2n4-l / 



+ ••• + 



n' 



\2w4-l/ 



+ 1/ J 



^>^-t[j^^+- + Ü' 



•Man beachte jetzt, dafs 



(m + l) 
1 



,< 



.< 



w (w + 1) 

1 



1^ 

m 



m+ 1' 
1 



(m + 2)* ^(w + l)(m + 2) m + l m + 2' 



^.< 



n 



(n — l)n n — 1 



1 

n 



Also wird 

B>1 — ^(- — -) oder endlich B>1 — ^' 

Man kann also eine Gröfse G zwischen und 1 bestimmen, so 



dafs 5=1 — e^ wird. 

4m 
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Man lasse jetzt n unbegrenzt wachsen. Da in der Formel 
sinx ^= Ä* By A gegen einen endlichen, von null verschie- 
denen Grenzwert P^ konvergiert, so gilt Gleiches von JB; also 
konvergiert auch G gegen einen Grenzwert lim G = -d- und 
es wird: 

sin. = .(l-5)(l-^,)...(l-^)(l^^0, 

O^^^l. 

Läfst man jetzt m = oo werden, so entsteht die zu beweisende 
Formel. 

oi\ « 224466 

22) „,,I(l-l^)(Ly(l'-iS)... 

23) Setzt man 

SO wird 

, sina; x^ 1 x^ 1 x^ 

sobald — Ä < a; < + ^ ist. 

24) Unter Beibehaltung der Bezeichnungen der vorigen 
Nummer wird: 

i' (2*— 1) 2 1 (2*—!)^ 1(2»— 1) g 



2 «* *" "^ 3 ^e ^ ''ö 



wenn — -^ < ^ < ir ^^t. 



aci\ L 2(2»— 1) , 2(2«— 1) , , 2(2«— 1) . ; 



n . it n 



wenn ^y<^<y 



cotga; == yX jx^- — ia^ — ••• 

wenn — % <^x <%. 

26) :rcotg«a! = i + ^^. + j^, + 5r^.+ 
oder auch: 

Ä COtff 7CX = lim 1 7-:: + . . . 

«— ^ La; — w ' rc — n + 1 ' 

J — \ — l- — -J — ^ — I 1 — i— 1 . 

•a? — 1' X 'aj-j-l' 'a;+wJ 
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27) ^ = lT + ^+3rH 

90 1* "r 2* ' 3* ' 

Allgemein ist -g^ H — 2n "f" * ' ' gleich ä** multipliziert mit 

einem rationalen Koe£G[zienten. 

28) Die Summe der Reihe (w > 1) 

J_ + JL + ± + JL + ... 

ist gleich dem reziproken Werte des unendlichen Produktes: 

(i-^)(i-;.)('-^)C-F)('-n^)-' 

in welchem in den Nennern die successiven Primzahlen auftreten. 
In der That, nennt man s die Summe der gegebenen 
Reihe^ so hat man: 

=s U 1 1- • • • 

2" 2*» ' 4*» 6" 

und durch Subtraktion ergiebt sich: 

5/i_J_>l_JL + i_ + -L . JL + JL4.... 

V 2**/ 1* ' 3* 5* 7* ' 9** ' 

wobei auf der rechten Seite als Nenner alle durch 2 nicht 
teilbaren Zahlen auftreten. Subtrahiert man von dieser letzten 
Reihe die durch Division mit 3* aus ihr entstehende Reihe: 

V 2"/ 3** 3** (3 . 3f (3 . 5)« ' 

so erhält man: 

wobei auf der rechten Seite als Nenner alle weder durch 2 
noch durch 3 teilbaren Zahlen auftreten. 
In ähnlicher Weise erhält man: 

Fährt man so fort, so wird der Grenzwert der rechten Seite 1 
und daher: 

T-('-F)('-F)C-F)(^-f)('-^.)- 

Genocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Beolmang. 8 



114 



Drittes Kapitel. 



29) Es ist eine Reihe u^Uj^k^... gegeben; man soll ein 
unendliches Produkt bestimmen, so dafs das Produkt seiner 
n ersten Faktoren gleich der Summe der ersten n Glieder der 
Reihe ist und umgekehrt. 

30) Zu beweisen, dafs: 



+ 



+ 



(l _ ,n)(l _ r-^)^^, ^ (l-,^,n)(l_,n- 1)^(1, 



(1 — r) (1 — r«) 



(1 — r) (1 — r*) (1 — r») 



(l _ ^«)(i __ r«-^ ■ • (l - r«--*+0 



^* + * * • + ^ "'^ ^'^ 



(1 — r) (1 — r«) • . • (l — /) 
ist und dafs für 1 r 1 < 1 das unendliche Produkt: 



(l^x)(l + rx){l+r^x) 



= 1 + 7^- + 



rx' 



(l-r)(l-r') 



S + 



wird. 

31) Die interpolierende Funktion f{Xiy iCg • • ^«) ^^^^ sich 
durch die Werte der Veränderlichen und der zugehörigen Funk- 
tionswerte mit Hülfe von Determinanten ausdrücken. Es ist: 



f(^i7^2 • • • ^«) = 



f(x^) xl 



— 2 



• X^ 1 



f{x^) x^-^ '• Xo 1 



'2 



f{Xn) X^-^ - Xnl 



qM — 1 /v«n — 2 



• X^ 1 

• a?2 1 



^n-l^n— 2 ... ^^1 
n n 

32) Die successiven interpolierenden Funktionen von 

f(x) = x-^, 

wo m ganz und positiv ist, und von 

1 



m 



zu berechnen. 



a-\-x 
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33) Sind 

n Funktionen von x, und 

Xi, a*j • • • a:„ 

«Werte der Veränderlichen, so ist die Determinante: 



gleich dem Produkte der Determinanten 



/i («1) , /i («1 a;») , fi (a^i a^ «»)••• /i («1 «« • • • a;») 
^ K) ; fi {^1 Xi),fi(ßi^^»)-fi («1 a;« • • • Xn) 




xl ^X^ ^ -" X^ 1 
Xl"^ X^-^ '" X^ 1 


» 

fn{x^yfn{x^X^),fn{x^X^X^"'fn{x^X^"'Xr^- 




^n 1 ^n 2 ... /p 1 



34) Sin<i/i(a;), ^2(^) * * • fn(x) und g^iCa?), q)^{x) - • • 9n(^) 
zwei Systeme von Funktionen, so hat das Verhältnis der De- 
terminanten: 





: 




/■«(«i), fn{Xi) ■ ■ ■ fn{Xn) 




VniXi), 9n(x;) • • ■ ipn{Xn) \ 



wenn man alle Veränderlichen x^x^ - - - Xn gegen denselben 
Wert X konvergieren läfst, zum Grenzwerte das Verhältnis der 
Determinanten: 



fM, fx{^) ■ ■ ■ rr'' (^) 


• 
• 




fn{x), fn{x) . ■ . /V.-1) (X) 




9ni^), 9«'(«) • • • 9'i"-'^ i^) 
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Viertes Kapitel. 

Funktionen Yon mekreren Yeränderliclien. 
Implieite Funktionen. 

§ 1. Funktionen von mehreren Veränderlichen. 

98. Eine Veränderliche u ist eine Funktion von mehreren 
unabh'ängigen Veränderlichen a?, jf, j?, . . . , wenn zu jedem Wert- 
systeme der unabhängigen Veränderlichen x, y, Zj - - - , für 
welches sie definiert ist, ein bestimmter Werte von u gehört. 
Eine Funktion kann entweder für alle Systeme von Werten 
der unabhängigen Veränderlichen gegeben sein oder nur für 
einen Teil von ihnen, der in der verschiedensten Weise begrenzt 
sein kann. 

So ist die Funktion 

u = ax^ + 2bxy + cy^, 

in der a und b Konstante bedeuten, für alle Paare von Werten 
gegeben, die man x und y zuerteilen kann-, hingegen ist die 
Funktion : 

u = yi—x^ — y\ 

wenn man die Wurzel mit dem positiven Zeichen nimmt, nur 
för die Wertepaare x^ y definiert, welche die Ungleichung 
1 ^ ^^. + y^ erfüllen. . Die Funktion 

xl yl ' 

d. h. der Koeffizient von a* b^ in der Entwicklung . von 
(a + 6)*+^ ist in der Algebra nur für ganze positive Werte 
der Veränderlichen definiert. 

Beträgt die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen zwei, 
so kann man die Wertepaare, die man x und y erteilt, geo- 
metrisch darstellen. In der That, zeichnet man in einer Ebene 
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ein Cartesisches (orthogonales) Achsenkreuz und markiert die 
Punkte, deren Koordinaten gleich den x und y erteilten Werten 
sind, so gehört zu jedem Wertepaar Xyy ein Punkt der Ebene 
und umgekehrt. So ist bei orthogonalen Koordinaten in dem 
vorletzten Beispiele die Funktion fQr alle Wertepaare x, y ge- 
geben, die sich im Innern oder auf der Peripherie eines um 
den Nullpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises befinden. 

Auch die entsprechenden Punktionswerte lassen sich ver- 
sinnlichen, wenn man im Punkte x^ y auf der Ebene ein Lot 
errichtet (oder zu einer gegebenen Richtung im Räume eine 
Parallele zieht), dessen (deren) Länge durch den zugehörigen 
Wert der Punktion gemessen wird. Die Endpunkte • dieser 
Lote bilden ein System von Punkten (eine Fläche), welche den 
Verlauf der Punktion der beiden Veränderlichen darstellen. 

Ist u = f{x,yy0)j so kann man in ähnlicher Weise die 
Systeme von Werten, welche man den Veränderlichen zuer- 
teilen kann, durch Punkte im Räume darstellen, deren Carte- 
sische Koordinaten durch die Werte gegeben sind, welche man 
den drei Veränderlichen zuerteilt. Wir werden sagen, dafs die 
Fimktion u in einem bestimmten Punkte gegeben ist, wenn 
sie für das ihm entsprechende Wertsystem der Veränderlichen 
gegeben ist. Die Punkte, fQr welche die Funktion gegeben ist, 
können den ganzen Raum ausfüllen, oder nur einzelne Gebiete. 

Weniger einfach lassen sich die Funktionen von mehr als 
drei Veränderlichen geometrisch darstellen. 

99. Wir nennen ein bestimmtes Wertsystem a^o? 2/0^ ^o> * * ' 
der Veränderlichen auch die Stelle (Xq, yQj Zqj • • •). Wir werden 
femer sagen, dafs die Werte einer Funktion u von mehreren 
Veränderlichen x,y,z,' - - eine bestimmte Eigenschaft in der^ 
TJmgebmig oder dem Bereiche einer Stelle {xq, y^, z^y • • •) besitzen, 
wenn man ein System von positiven Zahlen hyJCyl^" bestiromen 
kann, so dafs die Funktion u = f(Xy y^sSj" •) jene Eigenschaft 
för alle Wertsysteme Xj y, Zj- - - erfüllt, welche der Bedingung 

x — XQ\<h, I y — j/o I < *; I ^ — ^0 I < ^? • • • genügen. 

Wir werden sagen, dafs die Funktion u von x,yj z,- - - 
einen bestimmten Grenzwert -4 erhält , wenn die unabhängigen ^^^'^*^X^^u^ 
Veränderlichen gegen die endlichen Werte s^q, yQy iSq, - • - kon- 
vergieren, wenn in einer passenden Umgebung der Stelle 
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(^0? ^0? ^07 • • •) ^^^ Differenz zwischen den Funktionswerten und 
der Zahl Ä absolut kleiner ist, als eine beliebig kleine positive 
Zahl €. 

Allgemeiner werden wir sagen, dafs eine Funktion von 
mehreren Veränderlichen gegen einen Grenzwert A konvergiert, 
wenn die eine Reihe der Veränderlichen gegen endliche Grenz- 
werte konvergiert, und die andere Reihe unbegrenzt wächst, 
sobald man zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl s so 
viel Zahlen als Veränderliche bestimmen kann, sodafs für alle 
Werte der ersten Veränderlichen, die sich von dem zugehörigen 
Grenzwerte um weniger als die entsprechende Zahl unterscheiden, 
und für alle Werte der zweiten Reihe von Veränderlichen, die 
gröfser sind als die zugehörigen Zahlen, sich die Funktions- 
werte um weniger als s von Ä unterscheiden. 

Die Funktion u = f(Xy y,0y . . .) heilst stetig an der Stelle 
X = XQy y = ifo 7 ^ = ^0? • • • ; wenn ihre Werte gegen 
fi^07 yo7 ^07 ' • •) konvergieren, sobald x,y,z,... gegen x^^ y^, 0^,.., 
konvergieren. 

Die in den Nummern 9 — 13 über Grenzwerte bewiesenen 
Sätze sind auch auf eine beliebige Anzahl von unabhängigen 
Veränderlichen anwendbar. Man schliefst daraus (Nr. 23), 
dafs die Funktionen von mehreren Veränderlichen, die sich 
durch Anwendung einer endlichen Anzahl von Additionen und 
Multiplikationen auf die Konstanten und Veränderlichen er- 
geben, d. h. die ganzen rationalen Funktionen, für alle Wert- 
systeme der Veränderlichen stetig sind. Führt man auch Di- 
visionen ein, so entstehen die gebrochenen rationalen Funktionen 
und diese sind stetig für alle Wertsysteme, für welche die 
Nenner nicht verschwinden. 

Ist u eine stetige Funktion von mehreren Veränderlichen 

^ = f(^7 y7^7'") 

und setzt man für die Veränderlichen Xj y, ^, . . . wiederum stetige 
Funktionen von |, i;, J, . . . , so wird auch u eine Funktion von 
diesen neuen Veränderlichen; maii nennt sie eine vermöge der 
Funktionen x,yyZ, . . , zusammengesetzte Funktion; auch sie ist 
stetig in den neuen Veränderlichen. In der That, läfst man die 
Veränderlichen |, t^, g, . . . gegen bestinmite Werte |q, i^^, 5o^ • • • ^^^- 
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vergieren, so konvergieren die Variabein x,y,z,... als stetige 
Funktionen gegen die Werte x^^y^y Zq, . . ,y welche sie an der 
Stelle (S(), tIq, So; • • •) annehmen. Da aber auch /* stetig ist, so kon- 
vergiert es gegen fix^, y^, . . .), wenn x,y,... gegen x^, y^, . . . 
konvergieren; u konvergiert also gegen den Wert, welchen es, als 
Funktion der |, i^, . . . betrachtet, an der Stelle (1^, ri^, . . .) annimmt. 
Das System der ersten Veränderlichen kann auch aus einer 
einzigen Veränderlichen bestehen; ist daher u eine stetige Funk- 
tion einer einzigen Veränderlichen Xy wie 6*, log a?, sin x u. s. w. 
und setzt man für x eine stetige Funktion von mehreren Ver- 
änderlichen, so wird auch u eine stetige Funktion von diesen. 

IDO. Wir werden uns folgender Redeweisen bedienen, die 
der geometrischen Darstellung von einer, zwei und drei Ver- 
änderlichen entnommen sind. 

In einem Systeme von n Veränderlichen x^yX^j-^-Xn nennen 
wir (vergl. Nr. 99) einen Punkt oder eine Stelle (x^yX^y-'-Xn) 
jedes System von festen Werten, welche den Veränderlichen 
erteilt sind; die festen Werte selbst heifsen die Koordinaten 
des betreffenden Punktes. 

Eine Reihe von Punkten heifst eine PunJctmenge oder ein 
Bereich. 

Nimmt man eine Reihe von Punkten (ä^i, ^2? " * ^w)? ^^.^ ®^^" 
steht, indem wir die x zu stetigen Funktionen einer Veränder- 
lichen t machen, so möge fiir t = tQ x^ = a^y x^ = a^y - • * 
^n == dn und für t = t^ x^ = b]^y x^^h^y "- Xn = in werden. 
Alsdann heifst die Gesamtheit aller Punkte (^i, ^2? * ' ' ^«); ^^® 
entsteht, wenn t stetig von tQ bis t^ variiert, ein Weg, welcher 
die beiden Punkte (öt^, «2, • • • a„) und (piyh^y • • • 6«) verbindet. 

Eine Punktmenge heifst stetig, wenn man irgend zwei 
ihrer Punkte durch einen Weg verbinden kann, dessen Pimkte 
sämtlich der Punktmenge angehören. 

Eine Punktmenge heifst begrenzt, wenn man Zahlen 

^17 ^1; ^2? ^2? * * ' ^nj bn 
bestimmen kann, sodafs für jeden Punkt der Punktmenge 

% ^ ^1 ^ ^1 ? (h ^ ^2 ^\ 7 ' ' ' ^n ^ ^n ^bn 

wird. 

Grenzpunkt einer Punktmenge heifst jeder Punkt, der so 
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beschaffen ist, daXs in einer beliebig kleinen Umgebung von 
ihm noch Punkte der Punktmenge liegen. Er selbst braucht 
jedoch nicht der Menge anzugehören. 

Wir können jetzt die folgenden Sätze beweisen, die Ver- 
allgemeinerungen für die entsprechenden Sätze bei den Funk- 
tionen einer Veränderlichen sind. 

8ati3 I. Werni dneFwnktiony der Veränderlichen x^^x^^^-Xn 
leständig, aber nicht unbegrenzt wächst, sobald ihre sämtlichen 
Veränderlichen gleichzeitig wachsen, so konvergiert sie gegen einen 
endlichen Grenzwert, wenn die Veränderlichen unbegrenzt wachsen 
(vergl. Nr. 14). 

In der That, da die Werte von y nicht unbegrenzt wachsen, 
so besitzen sie eine obere Grenze; ist diese gleich Z, so wird 
immer y < Z und es existiert zu einer willkürlich fixierten 
positiven Zahl e immer ein Wert y > Z — s. Dieser Wert 
möge den Werten %, o^; * ' * ^®^ Veränderlichen entsprechen. 
Erteilt man den Veränderlichen irgend welche Werte, die bezw. 
nicht kleiner als a^, o^, • • • sind, so wird immer der zugehörige 
Wert von y gröfser als Z — e und kleiner als l sein; er unter- 
scheidet sich also von l um weniger als «, also erhält y den 
Grenzwert Z, wenn die Veränderlichen unbegrenzt wachsen. 

Satz IL Wenn die Fu/niction y der Veränderlichen x^^x^y-" 
an der Stelle (ö^i, «3; * ' ^**^^ endlichen Grenzwert besitzt, so Jcann 
man zu einer willkürlich fiocierten positiven Zahl e einen Bereich 
um (ö^i, «2? • • (abgrenzen, sodafs die Differenz zweier Funktions- 
werte in ihm absolut kleiner als b ist und umgekehrt. 

In der That, man fixiere einen Bereich um («1, 0^2; * * ') ^^^ 
Gestalt, dafs die Differenz zwischen den Werten von y in ihm 

und ihrem Grenzwerte absolut kleiner als — ist. Dann wird 

die Differenz zwischen irgend zwei Werten von y absolut 
kleiner als «, w. z. bew. w. 

Umgekehrt, wenn ein Bereich um {a^ya^,- - •) existiert, so- 
dafs die Differenz zwischen irgend zwei Werten von y in ihm 
absolut kleiner als s wird, so sei y^ einer dieser Werte; dann 
sind aUe übrigen y in dem Bereiche zwischen y^-^- s und 
y^ — e enthalten. Sie besitzen daher eine obere Grenze lo und 
eine untere Z^, deren Differenz nicht gröfser als 2e ist. Ver- 
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kleinert man jetzt die Umgebung des betrachteten Punktes, so 
nimmt lo ab, Z„ zu und immer bleibt lo>lu' Also konver- 
gieren beide gegen einen Orenzwert; dieser ist aber bei beiden 
derselbe, da lo — lu<2e beliebig klein wird. Mithin wird 
lim lo = lim lu und es sei L ihr gemeinsamer Wert. 

Fixiert man eine beliebig kleine Gröfse a, so kann man 
einen Bereich um («i, ag, • • •) bestimmen, sodaXs lo — L <Ccc, 
L — lu<^^ wird; da nun lo<.y <,lu ist, so wird sich auch 
y von L um weniger als a unterscheiden oder es wird lim y = L, 
w. z. bew. w. 

Satz IIL Ist eine Fuvktion stetig und nicht nuU für die 
Werte %, o^, • • • der Veränderlichen, so behält sie in der Um- 
gebung der Stelle (oj, «2; ' * ^^ konstantes Zeichen. 

Zum Beweise vergleiche man Nr. 17. 

Satz IV. Ist eine Funktion stetig fwr alle Funkte eines 
kontinuierlichen Bereiches und nimmt sie om zwei Stellen des 
Bereiches die Werte A und B an, so nimmt sie in demselben 
Bereiche alle Werte zwischen A und B an. 

In der That, man zeichne einen Weg in dem Bereiche, 
der die beiden Punkte verbindet. Ist t die Veränderliche, von 
der die Werte von x^jX^y- - - abhängen, so wird y eine stetige 
Punktion von ^; diese nimmt die Werte A und B an, also 
nimmt sie auch jeden Wert zwischen A und B an. 

Wenn es möglich ist, die zwei Punkte durch unendlich 
viele Wege zu verbinden, die keinen Punkt gemein haben, so 
nimmt auf jedem von ihnen die Funktion jeden Wert zwischen 
A und B an; sie nimmt dann also jeden Wert zwischen A 
und B unendlich oft an. 

Satz V. Ist y eine Funktion von mehreren Veränderlichen, 
die in einem begrenzten Bereiche gegeben ist, so giebt es einen 
Funkt (, der dem Bereiche angehört oder nicht wnd), der so be- 
schaffen ist, dafs die obere Grenze der Werte, welche die Funk- 
tion in jeder Umgebung von ihm annimmt, dieselbe ist, wie die 
obere Grenze der Werte, welche die Funktion in dem gegebenen 
Bereiche annimmt. 

In der That, es sei l die obere Grenze der Werte von y, 
mag diese nun endlich oder unendlich grofs sein. Ist x^^ 
zwischen a^ und b^ enthalten, so teile man den gegebenen 
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Bereich in zwei; der eine werde von den Punkten gebildet, 

deren x^ kleiner ist als ^ "T ^ , der andere von denen, für 

td 

welche x^ nicht kleiner als ^ "I" ^ ist. Die obere Grenze der 

Werte y in dem einen der beiden Bereiche ist Z. Man teile 
denjenigen der beiden Bereiche, in dem die obere Grenze der 
y gleich l ist, in zwei neue Bereiche, indem man das Intervall 
halbiert, in welchem x^ variiert und fahre so fort für alle 
Veränderlichen. Auf diese Weise findet man einen Bereich, 
in welchem die obere Grenze der Werte y ebenfalls l ist, 
in dem aber x^yX^,- - - nur ein halb so grofses Intervall durch- 
laufen können. Verfährt man mit diesem neuen Bereiche 
ebenso wie mit dem alten, und fährt so fort, so findet man 
unendlich viele Bereiche, in denen die obere Grenze der Werte 
von y ebenfalls l ist, und in denen sich die Intervalle, in 
welchen x^yX^,- - - variieren, fortgesetzt halbieren. Die Enden 
dieser Intervalle konvergieren also gegen einen endlichen Grenz- 
wert; es seien «i, «g, • • • diese Grenzwerte. Alsdann behaupte 
ich, dafs (ötj, ag,,- • •) der gesuchte Punkt ist. In der That, be- 
trachten wir eine beliebige Umgebung von ihm; alsdann ist 
einer der soeben konstruierten Bereiche ganz in ihm enthalten, 
also ist die obere Grenze der Werte von y in ihm und also 
auch in der angenommenen Umgebung gleich ü. 

Der Satz gilt ebenso für die untere Grenze. 

Satz VL Eine Funktion- von mehreren Veränderlichen, die 
in einem begrenzten Bereiche und in dessen Grenzpunkten ge- 
geben und stetig ist, besitzt einen oberen und einen unteren 
Grenzwert und nimmt diese Werte thatsächlich an; sie hat also 
dort ein Maodmum und ein Minimum (vergl. Nr. 21). 

In der That, es sei (ö^i, «2; * * ®i^ Punkt, sodafs in einer 
jeden Umgebung von ihm die obere Grenze der Werte von y 
mit der oberen Grenze der Werte von y in dem gegebenen 
Bereiche zusammenfällt und es sei ya der Wert von y in diesem 
Punkte. Man bestimme nun eine Umgebung von a, sodafs y 
zwischen ya — £ und y« + a enthalten ist; dies geht, weil die 
Funktion stetig ist. Hieraus schliefst man, dafs in diesem 
Bereiche und daher auch in jedem gegebenen Bereiche um 
(a^, «2, • • •) die obere Grenze der Werte y endlich imd weder 
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kleiner als y« — s noch gröfser als y« + « ist. Da aber e eine 
beliebig kleine positive Zahl ist, so ist die obere Grenze der 
Werte von y gleich y«, w. z. bew. w. 

Analog ist die Überlegung für die untere Grenze und das 
Minimum. 

Sat0 VII. Ist y in einem begrenzten, Jcontinuierlidien Be- 
reiche und in dessen Grenzpunkten eine stetige Funktion der Ver- 
änderlichen x^y' - - Xnj SO kann man zu einer willkürlich gewählten 
positiven Zahl Bq n positive Zahlen ^i, • • • kn bestimmen, sodafs die 
irgend zwei Funkten des Bereiches entsprechenden Werte von y 
sich um weniger als £q unterscheiden, sobald die Koordinaten 
der zwei Punkte sich um weniger als \,''' kn unterscheiden. 

In der That, es seien h^^h^, - * - hn irgend welche positive 
Zahlen. Die Punkte des Bereiches, deren Koordinaten sich 
von denen eines Punktes P um weniger als hj^t^ h^ty-^-hnt 
unterscheiden, bilden einen Bereich um P. Läfst man t ab- 
nehmen, so entstehen unendlich viele Bereiche, deren jeder den 
folgenden enthält und die beliebig klein gemacht werden können. 

Es sei s eine beliebige positive Zahl und P ein Punkt 
des Bereiches. Da y in P stetig ist, so kann man t der Art 
bestimmen, dafs die Werte von y, welche den Punkten der 
durch den Wert von t bestimmten Umgebung von P ent- 
sprechen, sich von dem Werte des y in P um weniger als s 
unterscheiden. Sogar unendlich viele Werte von t erfreuen 
sich dieser Eigenschaft; denn hat man einen gefunden, so ge- 
nügen auch alle kleineren Werte von t denselben Bedingungen. 

Wir können uns hier auf die Werte von t beschränken, 
die positiv und kleiner als 1 sind und es sei ihre obere 
Grenze. Der Wert von wird von dem von b abhängen und 
von der Lage des Punktes P; wir bezeichnen ihn durch: 

%{b, P). 

Setzt man b = b^, so wird 0(fo, P) eine Funktion des 
Punktes P und es sei %' die untere Grenze ihrer Werte. Kann 
man nun beweisen, dafs %• nicht null ist, so kann man irgend 
eine Zahl t kleiner als %' wählen und k^ = h^t, - - - kn = hnt 
setzen. Unterscheiden sich dann die Koordinaten irgend zweier 
Punkte des Systems um weniger als k^^-'-kn, so befindet sich der 
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eine in der Umgebung t des anderen und die Differenz der 
zugehörigen Funktiönswerte wird kleiner als £q, sodafs der 
Satz bewiesen ist. Es ist also nur noch zu zeigen, dafs d" 
nicht null sein kann. 

Es sei Ä ein Punkt, in dessen Umgebungen die untere 
Grenze der Werte von 6(£q, P) ebenfalls d" ist. Man be- 
trachte die Funktion 

e(£, Ä) 

und erteile s alle positiven Werte unter Sq, Die Funktion 
nimmt immer positive Werte an und, wenn € gegen €q kon- 
vergiert, so wächst sie und konvergiert gegen einen positiven 
von null verschiedenen Grenzwert (der nicht gröfser als Q(sq, ä) 
ist und) den wir t nennen. Ich behaupte dann, dafs -9* nicht 
kleiner als t ist. 

In der That,' es seien s' und cc zwei Werte von £, sodafs: 

ist und es sei f<Q(6\ J.), ^<e(a, Ä) und t''<t\ Ist P 
ein Punkt der Umgebung von Ä, die durch den obigen Wert 
t bestimmt ist, so unterscheiden sich die Werte der Koordi- 
naten von P um weniger als Ä^/, • • • Ä«^ von denen von Ä und 
der Funktionswert in P unterscheidet sich von dem in A um 
weniger als a. 

Man betrachte die Umgebung von P, welche durch die 
Zahl f — ^bestimmt ist. Die Koordinaten der Punkte in ihr 
unterscheiden sich von denen von P um weniger als 

und differieren daher von denen von Ä um weniger als 

hj^t\ • • • A„^'; 

sie gehören also der durch f definierten Umgebung von Ä an. 
In deren Punkten aber unterscheidet sich der Funktionswert 
von . dem in Ä um weniger als f', also weicht der P ent- 
sprechende Funktionswert von denen in der Umgebung t' — t 
um weniger als £'-[-« oder Sq ab. Also ist: 

Diese Ungleichung ist för alle Punkte P der Umgebung t von 
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A erfüllt, also gilt sie auch für die untere Grenze der Werte 
von 0, also für %• und es ist: 

Da man aber die Grofse t beliebig klein maclien kann, so 
kann diese Relation nur dann erfüllt sein, v^enn 

ist. Da aber t' einzig aii die Bedingung f'< 6(£', A) geknüpft 
ist, 'so schliefst man 

dabei ist e' allein der Beschränkung unterworfen, dafs es Bq 

nicht übersteigt. Da demnach %' nicht kleiner als irgend ein 

Wert 0(£', A) ist, so ist es auch nicht kleiner als ihre obere 

Grenze oder: 

-9* > r, w. z. bew. w. 

Zur Ergänzung dieses Beweises kann man hinzufügen, 
dafs thatsächlich -ö* = r ist. In der That, bestände die Un- 
gleichheit -ö" > r, so nehme man irgend eine Gröfse t zwischen 
-9* und r, also -d* > f > r. Dann giebt es in der Umgebimg t 
von A Punkte, in denen der Funktionswert von dem in A um 
eine Zahl abweicht, . die nicht unter s^ herabsinkt. Da aber 
f < -9*^ 6(£q, J.) ist, so unterscheidet sich jeder Funktions- 
wert in der Umgebung t von A von dem Funktionswerte 
in A um ^ine Zahl, die kleiner ist als £q. Dies ist ein 
Widerspruch. 

Man könnte den Satz auch dadurch beweisen, dafs man 
die obere Grenze T der Werte t betrachtet, die so beschaffen 
sind, dafs in den durch sie bestimmten Umgebungen des 
Punktes P die Schwankung der Funktion, d. h. die Differenz 
zwischen ihrer oberen und unteren Grenze, kleiner als eine 
feste Gröfse b wird. Man erkennt dann, dafs T eine stetige 
Funktion von P ist, die niemals verschwindet und dafs daher 
auch ihr Minimum von null verschieden ist. 

§ 2. Partielle Ableitungen und partielle Differentiale. 

101. Erteilt man in der Funktion u = f(Xy yyZy' •) den 
Gröfsen y, je?, • • • feste Werte, so wird u eine Funktion von 
X allein, deren etwa vorhandene Ableitung man nach den 
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gewöhnlichen Regeln berechnen kann, sobald f durch die von 
uns betrachteten analytischen Operationen gebildet ist. Wir 
bezeichnen diese Ableitung durch fx{Xy J/; ^ • • •) und nennen 
sie die partielle Ableitung der Funktion f nach der Veränder- 
lichen X. Das Differential von m, das durch Festhalten aller 
Zahlen y, ^, • • • und durch Änderung von x allein entsteht, 
nennen wir das partielle Differential von u nach x. Bezeichnen 
wir es durch dxU^ so wird: 

dxU = fj {Xy yyZ")dx^ 

wo das Differential dx der unabhängigen Veränderlichen x 
willkürlich ist. In ähnlicher Weise bildet man die anderen 
partiellen Ableitungen 

dyU = fy{x, y,0 - ') dy, d,u = f^{Xy y,Z"')dZj'", 

wo rfy, dz, • • • ebenfalls willkürliche Gröfsen sind. 

Berechnet man aus den vorstehenden Gleichungen die 
partiellen Ableitungen, so wird: 

d^u du 

und die Glieder auf den rechten Seiten können als neue Be- 
zeichnungen der partiellen Ableitungen dienen. 

Aus Rücksichten der Bequendichkeit pflegt man den Index 
des d im Zähler jedesmal fortzulassen, aber die geraden d durch 
runde d zu ersetzen; die Veränderliche, nach welcher differen- 
tiiert werden soll, ist dann durch den Nenner genügend be- 
zeichnet. So entstehen die Schreibweisen 

fx{Xyy,z ")^^, fy{x,y,z^") = ^,'". 

Daher wird das partielle Differential nach x durch x— dx be- 
zeichnet. Dabei ist zu beachten, dafs der Zähler du von dem 
Nenner dx nicht getrennt werden darf, da beiden eine selb- 
ständige Bedeutung nicht zukommt; aus diesem Grunde hat 
man hier das Zeichen d an Stelle des d eingeführt, und es ist 

dxU = ö— dx. 

102. In den gewöhnlichen Fällen besitzt eine Funktion 
von mehreren Veränderlichen ebenso viele partielle Ableitungen, 
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als Veränderliche. Diese können ihrerseits wieder partielle 
Ableitungen besitzen, welche dann partielle Ableitungen zweiter 
Ordnung heifsen u. s. w. Z. B. hat man im Falle einer Funk- 
tiqn u = f(x, y) von zwei Veränderlichen zwei partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung 

fj{x, y) und fy\x, y) 

zu betrachten. Die erste von ihnen giebt zu zwei partiellen 
Ableitungen erster Ordnung Anlafs, die wir durch 

fxx{x,y) und fxy{x,y) 
bezeichnen, und fy fuhrt zu den beiden Ableitungen 

fyx{Xy y) und fyy{x, y). 

In ähnlicher Weise erhält man die partiellen Differentiale 
zweiter Ordnung; diese sind die partiellen Differentiale von 
denen der ersten Ordnung, die unter der Voraussetzung zu 
berechnen sind, dafs die Differentiale dx, dy - - konstant 
bleiben. Man bezeichnet sie im Falle einer Funktion von zwei 
Veränderlichen durch die Schreibweisen: 

dxdxu = fxx (^, y) dx^, dydxU = fxy {x, y) dx dy^ 
dxdyU = fy'a:(x, y)dydx, dydyU = fyy{x, y)dy^j 

und fährt in dieser Weise fort bei den Differentialen von 
noch höherer Ordnung. Aus den vorstehenden Gleichungen 
erhält man: 

Txx^X, y) — ^^8 , Txy — ^^^y y U- S. W.; 

kürzer pflegt man zu schreiben: 

fxx{x, y) = ^, , , fxy{x, y) = ^-^ .... 

Übrigens ist es unnütz beim Differentiieren auf die Reihen- 
folge zu achten, in der man nach den einzelnen Veränderlichen 
differentiiert. Wir behaupten nämlich: 

103. Sat0. Eine partielle Ableitung von beliebig hoher 
Ordnung hängt nicht von der Reihenfolge der Differentiationen ab, 
sobald die Fu/nJction und ihre Ableitungen bis zu der betrachteten, 
Ordnwng stetig sind. 

Man betrachte zuerst eine Funktion von zwei Veränderlichen 

^ = f{xyy), 
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deren partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung existieren 
und stetig sind. Es ist zu zeigen, dafs fxy(oc^ y)=^fyx{x, y) ist. 
Man setze: 

^=/'(^o.-f- *; Vo + *) —fi^o + h yo) — f(P^07 yo+ *)+/'(^o; Vo)' 
Betrachtet man die Funktion der einen Veränderlichen x ' 

dann wird: 

F=^9(a?o + Ä) — 9(a:o); 

daher ergiebt sich aus einer bekannten Formel 

F=Ä9'(^o + ÖÄ), o<e<i. 
Es ist aber 

9'(^) = /"* (^; yo + *) — /"* (^^ yo) 

und daher wird nach derselben Formel 

^\x) = */';;(rr, yo + öl*) , < 01 < 1. 
Setzt man diesen Wert in V ein, so erhält man 

Vertauscht man aber die Veränderlichen x und y in der 
vorhergehenden Überlegung und setzt 

so erhält man 

F= ^f'Cyo + *) - Hyo) = **'(yo + e'*), o < e'< i, 

und daher wird 
und 

Vergleicht man jetzt die beiden Ausdrücke für F, so 
erhält man nach Division durch hlc: 

. Üy{x^ + ^hy^ + ^iK) = fy'x{x^ + ^^h,y^ + Q'h), 

Man lasse jetzt in dieser Gleichung h und jfc gegen null kon- 
vergieren; da die Ableitungen als stetig vorausgesetzt sind, 
so erhält man 

f^uip^oyo) = fixi^o^y^y w. z. bew. w. 

Es sei jetzt u eine Funktion von beliebig vielen Ver- 
änderlichen 
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Berechnet man die partiellen Ableitungen irgend einer Ord- 
nung a, indem man der Reihe nach nach den Yeränderlichen 

XaXi, ' - ' Xh differentiiert, so wird fxliy..Xf^ (ph^^i ' * ^^ 
Resultat. Betrachtet man diesen Ausdruck nur als Funktion 
der Veränderlichen Xk Xi und hält deshalb die anderen Gröfsen 
fest^ so kann man ihn entweder zuerst nach Xi und dann 
nach Xiy oder zuerst nach Xi und dann nach Xu diflTerentiieren; 
man findet so die gleichen Resultate 

fxa"Xf^xj^xi{Xiy X^y X^y • • •) = /x^ • • • x^ x^ x^ (^^1 , rCg, X^y ' • . ). 

Differentiiert man beide Seiten nach den Veränderlichen 
XmXn Xr' - 'y SO wird, weuu ß die Ordnung des so entstandenen 
Differentialquotienten ist: 

fo'a"-^hH'l<'m--^r\^^ . . •) = fx^... Xf^XfXj^x^-- x^^X^ • • •). 

Also ist es bei einer Reihe von Differentiationen gestattet^ 
die Reihenfolge irgend zweier auf einander folgender Differen- 
tiationen zu yertauschen^ und folglich auch die Reihenfolge 
der Differentiationen in beliebiger Weise zu ändern. 

§ 3. Totale Differentiale. 

104. Totales Differential einer Funktion von mehreren 
Veränderlichen heilst die Summe ihrer partiellen Differentiale. 
Es wird dadurch bezeichnet, dafs man vor den Funktions- 
büchstabeh das Zeichen d setzt. Daher wird das totale Diffe- 
rential der Funktion u = f(Xy y, ß) gleich: 

du=dxU+dyU+d,u^fx{XyyyZ)dx+fy{XyyyZ)dy+fJ{XyyyZ)de 

^^ ;t^ _L ^^ ^-, _L ^** ^^ 

105. Ist u = f{x) und. besitzt die Funktion die Ableitung 



^(x)y SO wird -jr— = f(x) + a oder: 



Ati = f{x)Lx + aLXy 

wo a mit ^x unendlich klein wird. Eine ähnliche Formel 
gilt auch für die Funktionen von mehreren Veränderlichen, 
es gilt der 

8aU. Ist u eine Fu/niction von mehreren Veränderlichen 

Genocchi-Peano, Diff.- n. Integnl-Beohnung. 9 
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u = f(x^ y, ^9 "')y welche stetige parUdle AbleiUmgen erster Ordr 
wwng besitzt, so wird: 

+ aAx + ßAy + yAz -| , 

wo Uy ß, y mit Are, Ay, Az • • • gegen nvU hmvergieren, 
Ist u = f{Xj y)y so wird: 

Aw = fix + Aa?, y + Ay)—f{Xy y) 
oder: 

Am = f(x -jr Ax,y-jr Ay) — f{x, y + Ay) 

+ f(^> y + ^y) — f(^7 y)' 

Nun ist: 

/'(a: + Aa:, y + Ay) — /'(a:, y + Ay) = Arr/;X^4- GAa;, y + Ay) 

wo « = /"«.'(ä? + 6 Aa:, y + Ay) — /*« (^? y) ™^ ^^ ^^^ ^y 
gegen null konvergiert. Ahnlich wird: 

f(x, y + ^y)-f(x, y)^d.yfy'{x, y + Q'd.y)=h.y\fy\x, y)+fl, 

WO auch j8 mit Aa; und Ay gegen null konvergiert. Setzt 
man dies in den Ausdruck fär Ati ein, so kommt: 

Am = Axfx{Xy y) + Ayfyix, y) + aAx + /S Ay, w. z. bew. w. 

Es sei nun: 

w = f{x, y, z), 
dann wird: 

Aw = /'(a; 4- Aa;, y + Ay, z + Az) — f{Xy y, jer) 

= f{x 4- Aa;, y + Ay, ;ef + Ajs?) — /"(a;, y + Ay, + A^e?) 

+ /'(a;, y + Ay, ^ + A^) — f{Xy y, z -jr A^) 

+ f(x, y, ^ + ^^)—f(x, y, ^) 

oder: 

Am = Axfx{x + GAa;, y + Ay, z + Ajs?) 

+ Ayfy\xy y + e'Ay, z + Ai?) 

+ A<(a:,y,^ + 0''A^); 

also wird auch: 

A« = Lx [fj{x, y, ^) + «] + Ay [f^ix, y, e) + ß] 
-\-£>.z[fs'{x,y,z)-\-y'], 
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wo a, ßy y mit ^x, Ay^ ^z unendlich klein werden. Dem- 
nach ist: 

Aw = Aa?/L'(^, y, z) + i^yfy\xy y, ^) + A^/*;(a;, y, z) 

+ «Aa; + /SAy + yA;sf, 
wie behauptet war. 

In ähnlicher Weise kann man für Funktionen von mehr 
Veränderlichen schliefsen. 

106. Aus der vorigen Formel leitet man die Regel ab, 
nach welcher man die zusammengesetzten Funktionen diffe- 
rentiiert. 

Es sei u = f{Xy y,Zy'' •) und man setze för x,y,Zj-*' 
Funktionen einer neuen Veränderlichen t: 

dann wird u eine Funktion von t vermöge Xy y^ Zj - - - . Wir 
wollen annehmen, dafs f lauter stetige Ableitungen erster Ord- 
nung besitzt, und dafs auch 9, ^, %, • • • ihre ersten Ableitungen 
nach t besitzen. Erteilt man t einen Zuwachs A^ und nennt 
LXy Ay, ^Zy • • • die zugehörigen Zuwüchse von x, y, Zy - - •, 
Ati den von m, so folgt: 

AM=/;'(^,y,;8f, •••) t^x+fy{XyyyZy ' ' •) Ay+f;(Xyy,Zy-") A^+ •.. 

+ aAx + /SAy + y^^ H 

und: 

Man lasse jetzt A^ null werden; dann werden auch Ao;, Ay, • • • 
und mit ihnen «, ft y, • • • null. Also erhalt man durch Grenz- 
übergang: 

ji=f^i^>y>^r-)^+fy(^yyy^r-)-i+f'(^>y>^7-)jt + '" 

und: 

du = fJ(XyyyZy''')dx + fyXxyy,z,'")dy + fJ{Xyy,z,'-)dZ'^'^'. 

Die rechte Seite hat jetzt die Form eines totalen Differentiales 

aber in ihr sind dXy dy, dZy • • • nicht mehr DifiPerentiale von 

9* 
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unabhängigen Veränderlichen^ also willkürliche Grölsen, son- 
dern DiflFerentiale von Funktionen einer Veränderlichen: 

Wäre z. B. u eine Punktion von einer Veränderlichen rr, 
so {ande man: 

du = -j- dx, 

dx ' 

eine Formel, welche bereits in Nr. 37 für die Differentiation 
der Funktion einer Funktion gefanden wurde. 

Ist 

u = X -\- y — Zy 

' ji du ^ du ^ du - j j i. 

so wird -5— = 1, -5— = 1, -ö— = — 1 lind daher: 

dx ^ dy ^ dz 

du^= dx -{- dy — dz, 
wie schon in Nr. 34 gefanden wurde. Ist femer: 

u = xyz, 

so erhält man y- = yz, y- = zx, -^ .= xy und daher 
(vergl. Nr. 35): 

du == yzdx + iSficdy + xydz. 

Ist w = — , so wird -k— = — , -0— ■ = r liiid (Nr. 36): 

y9 dx y ^ dy «/' ^ ^ 

, dx^ xdy ydx — xdy 

^ y y^ y^ 

Für w = ojä' erhält man ^— = yx^~\ -J^ =a?yloga;, also 

(Nr. 41): "" ^ 

du = ya^~^ da; + a^y log x dy, 

107 Allgemeiner sei jetzt: 

«* = /"(^i ^a • • • ^1») 
und es seien x^x^- • • a;« Funktionen von mehreren anderen 
Veränderlichen S^ Ig * • Sm; dann wird u eine zusammengesetzte 
Funktion der | vermöge der r». Um die partiellen Ableitungen 
von u nach S, zu berechnen, mufs man |, • • • |„ als fest an- 
nehmen und dann wird u eine zusammengesetzte Funktion 
von 5j vermöge a?ia:2 ' * ' ^«5 ^^^ wird: 

du _.du dxt . df^,dx^. , ^^ ?«« 

I ;^«. at ~r • • • T" 



^61 .^«i ^Ji "^ dx^^.dii *^ "^ 3a; 3|i 
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In ähnlicher Weise erhalt man: 

du _ du dx^ , du_ dx^ . . ^^ ^^n 

I ;i/^ ^t T" * * • I 



^S, da^ ^4, "^ dx^ dtt dx^ d^ 



du__du_dxi^.dj^dx^_. i ^^ 



n 
m 



Multipliziert man diese partiellen Ableitungen beziehungsweise 
mit d|^ y d^ y ' ' ' d^m und addiert, so erhalt man das totale 
DifiPerential von u und, wenn man das Polynom rechter Hand 
ordnet, so erhält man: 

Die EHammem sind dabei beziehungsweise die totalen 
Di£Ferentiale der Funktionen X1X2 • • • a?», also wird: 

, du j i du j , \ ^^ j 

du = X— dx^ + X— arr« + • • • + ->r - dXn . 

da^ ^ ' dx^ ^ ' ^ dx^ 

Wieder hat die rechte Seite die Form des totalen DiflFe- 
rentiales von w, wenn man x^, a^, • • • a?« als unabhängige Ver- 
änderliche ansieht. Aber in unserem Falle bedeuten dx^^ dx^ • • • dXn 
die totalen Differentiale der Funktionen x. 

108. Das totale Differential des totalen Differentiales erster 
Ordnung einer Funktion von mehreren Veränderlichen heifst 
das totale Differential zweiter Ordnung; bei der Rechnung sind 
dabei die Differentiale der Veränderlichen als konstant anzu- 
sehen. Das totale Differential des totalen Differentiales zweiter 
Ordnung, heifst das totale Differential dritter Ordnung u. s. w. 

Ist z. B. u eine Funktion der beiden Veränderlichen x und 

tfj so wird 

du = dxU + dyU 

nnd seine partiellen Differentiale sind: 
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dxdu = dx^u -f- dxdyU 
nnd 

dydu = dydxU + dy^u. 

Durch Addition ergiebt sich das totale Differential zweiter 
Ordnung ddu = d^u. Beachtet man, dafs 

dydxU = dxdyU 
ist, so erhält man: 

cPu = dx^u -\- 2dxdyU -\- dy^u . 

In ähnlicher Weise kann man der Beihe nach d^u • • • 
durch die partiellen Differentiale der verschiedenen Ordnungen 
darstellen. 

Mittelst einer symbolischen Bezeichnungsweise ist es leicht, 
die allgemeinen dabei entstehenden Formeln hinzuschreiben. 
Man gebe dem symbolischen Produkte: 

{dx + dy-i- dz*")v, 

in welchem v eine Funktion von rr, y, • • • ist, die Bedeutung 

dxV -{- dyV + dzV -[-•••. 
Ist u eine gegebene Funktion von a:, y, • • , so wird 

du = {dx -{- dy -{- d^ ' ' ') u 

und es ergiebt sich, wenn man hiervon noch einmal das totale 
Differential bildet: 

d^U = (d^ ^ dy -\- ' ' '){dx -\' dy -{- ' ' ')U . 

Diese Gleichung schreiben wir: 

und erhalten allgemein 

d^'u = (dx -{- dy -\- ' ' 'Yu . 

Um aus dieser Schreibweise den wirklichen Ausdruck für 
d^u herzuleiten, braucht man nur die angedeutete symbolische 
Multiplikation auszuführen. Die successiven symbolischen Multi- 
plikationen werden nach denselben Gesetzen wie die wirklichen 
ausgeführt, als ob die Buchstaben dxdy > - - Gröfsen bedeuteten. 
Daher kann man ohne Weiteres die Leibnitzsche Formel für 
die Potenzierung eines Polynoms auf den symbolischen Aus- 
druck von d^u anwenden. 
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§ 4. Der Taylorsohe Sats 
für die Ftmktionen mehrerer Veränderlioheii. 

109. Der Taylorsche Satz (Nr. 67) läfet sich auf die 
Funktionen von mehreren Veränderlichen ausdehnen. Es sei 
eine Funktion der Veränderlichen x^y^z ' - - 

und man gebe den Veränderlichen zuerst die Werte x^y y^y^Q*- j 
sodann die Werte x^-^-hj J/o + ^> ^o + ^; * ' * • 
Setzt man in u 

ein, so wird u eine zusammengesetzte Funktion von t vermöge 

x^y, . . . und es sei: 

u^f(Xyy,0...) = F(t), 
Alsdann wird: * 

F{0) = f(x^, y„ ^0 • • 0, -^(1) = /"(^o + Ä, yo + *, ^0 + ? • • •)• 

Besitzt überdies die Funktion f(xy y^z . , .) alle Ableitungen bis 
zur w*®° Ordnung, so besitzt auch F(t) die successiven Ab- 
leitungen bis zu derselben Ordnung und man erhält diese 
nach der Dififerentiationsregel für die zusammengesetzten Funk- 
tionen; es wird: 

jpf / ,>. du dx . du dy . du dz . 

-^ ^^^~'di'di ^ dydi'^Jz'di'^ ' 

Nun ist aber 

dx T dy 1 dz -, 

also erhält man: 

einen Ausdruck, den wir symbolisch schreiben können: 

dabei verstehen wir unter dem symbolischen Faktor 



dx dy ^ dz 



I 
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wenn wir ihn vor eine Funktion von x^y^ z , , . setzen, die 
Summe ihrer mit hylc^l^.,. multiplizierten ersten Ableitungen. 
Durch DiflFerentiation von F'(() erhalt man: 

^"W - (f.* + Ä* + ^ ' + ■ • •)*" 

und aUgemein 

Um diesen symbolischen Ausdruck in den wirklichen überzu- 
führen, braucht man nur die angedeuteten symbolischen Multi- 
plikationen auszufuhren; auch hier geschehen die symbolischen 

O Q O 

Multiplikationen genau so, als ob die Zeichen 0-, tt-, -ö-;" 

Zahlen bedeuteten. Daher kann man sofort alle symbolischen 
Multiplikationen auf das symbolische Polynom anwenden und 
die Bedeutung des Ausdruckes 



di" +1"+- r 



dy 

nach der Leibnitz sehen Formel für die Potenzierung eines 
Polynoms ermitteln.. 

Hieraus erkennt man, dah F^*\t) eine ganze homogene 
Funktion n*®*^ Grades von h,kyl . . . ist, deren Koeffizienten die 
partiellen Ableitungen w*®' Ordnung von f(Xy y, ;Sf . . .) sind, wo 
^, y, jer . . . die vorhin fixierten Werte Xq -|- ht^ ^o "I" *^r * * haben. 

Man setze jetzt in F'(t), F'\t) ... -PC«-i)(^)^ ^ = 0; 
dann erhält man die Werte F\0), F'\0), • • • i^^—^) (0), welche 
homogene ' Funktionen von h^Jc^- - - und bezw. vom Grade 
1, 2, • • . n — 1 sind. Ihre Koeffizienten sind die Werte der 
partiellen Ableitungen von f an der Stelle (Xq, y^, 0q • • •). Setzt 
man nun in die Mac-Laurinsche Formel: 

+ ijF(«)(e), (0<e<i) 

för ^"(1), F{0), F'(0), ■ ■ . F^'^Q) ihre Werte eiu, so erhält 
man f(Xf) + Ä, y© "1" ^> ' ' ") durch ein endliches Polynom aus- 
gedrückt, dessen erstes Glied f{xQ, y^, ^o ■ ■ ■) ^^ '^^^ dessen 
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folgende Glieder aufser dem letzten ganze homogene. Funk- 
tionen 1^ 2'*'*, • • • n — V^ Grades von h^k^l - • - sind, deren 
Koeffizienten die Werte der partiellen Ableitungen an der 
Stelle (^o^^or^o •••) ^"^^- -^^^ letzte Glied, der Rest, ist eben- 
falls eine ganze homogene Funktion w*«» Grades von Ä,Ä,Z. -, 
ihre Koeffizienten hängen aber noch von diesen Gröfsen ab 
und sind die Werte, welche die partiellen Ableitungen w*®' Ord- 
nung für die Mittelwerte der Veränderlichen: 

^0 + ÖÄ, yo + ÖÄ, • • • 
annehmen. Der Satz gilt, wenn alle Ableitungen von f bis 
zur w*®° Ordnung in der Umgebung der Stelle (a?o, ^q, • • •) stetig sind. 
Reduziert sich beispielsweise die Anzahl der Veränder- 
lichen auf 2, und setzt man successive n »= 1, 2, • • *, so erhalt 
man die Formeln: 

f(^o + ^y yo + *) = 

fi^o + Ä; yo + ^)=f{^oy Vo) + WxX^oy Vo) + Mvi^oy »o)] 

+ Y\ [*V«xK + ÖÄ, yo + efc) + 2hTcf:,y{x^ + 0Ä, y^ + 0i) 

+ *Yyy(^o + ÖÄ, yo + ö*)], u. s. w. 

Ist /"(ic, y, • • •) eine ganze Funktion jj**** Grades der Ver- 
änderlichen, so wird, wenn man die Taylorsche Formel fär 
n=p -^^ 1 anwendet, der Rest null; denn alle partiellen Ab- 
leitungen p + 1*®' Ordnung sind null. Man erhalt auf diese 
Weise die Entwickelung von ({x^ + ä, y^ + J, • • •) in ein end- 
liches Polynom, nach Potenzen von h^TCy- -, Umgekehrt, sind 
alle p -(- 1*®° Ableitungen einer Funktion null, so ist sie eine 
ganze Funktion p^^^ Grades. 

Wenn der Rest mit unbegrenzt wachsendem n die Grenze 
null hat, so wird die linke Seite in eine unendliche Reihe 
entwickelt. Setzt man: 

l^u = f{x'\'h,y + Jc,'^^) — f{x,y,"') 
und 

Ä = dXy Je = dy, • • • , 

so reduzieren sich die einzelnen Glieder der Reihe nach auf 

du d^u d^u j ,..,, 

-7^. -X—, — , • • • und man ernalt: 

^ du , d^u , d'u , 
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Setzt man in der Taylor'schen Formel: 

^0 == 0, yo = 0, • • • 

so erhält man eine Formel, die eine Verallgemeinerung der 
Mac-Laurinschen auf Funktionen von mehreren Veränder- 
lichen ist. 

§ 5. Implicite Funktionen. 
Gleiohiing zwischen zwei Veränderlichen. 

110. Eine Funktion von einer oder mehr Veränderlichen 
kann analytisch gegeben sein, indem die Operationen vor- 
geschrieben sind, die man auf die unabhängigen Veränderlichen 
anwenden muTs um die Funktion zu erhalten; sie heilst dann 
expUcite gegeben oder eine explidte Funktion. Sie kann andrer- 
seits durch Gleichungen bestinmit sein, welche sie mit den 
unabhängigen Veränderlichen verbinden; in diesem Falle heilst 
sie implicite gegeben oder eine implicite Funktion. Wir werden 
untersuchen, unter welchen Bedingungen eine oder mehrere 
Gleichungen zwischen den Veränderlichen irgend eine von 
diesen als Funktion der übrigen bestinmien können; ist dies 
der Fall, so bleiben dann die Natur und die Eigenschaften der 
so erhaltenen Funktionen zu studieren. 

8at0, Es sei f{x, y) eine Gleichung zwischen den zwei Ver- 
änderlichen X und y und es sei x^, y^ ein Wertepaa/r der Ver- 
änderlichen y für welches fix^, y^) = ist. Ferner seien die 
Funktion f und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung in 
der Umgebung der Stelle {x^^y^ stetig umd endlich sei fyixQjy^ 
nicht null; alsdann giebt es eine und nwr eine Funktion y von x, 
y = q){x)y die in der Umgebung der Stelle x = Xq der vorgelegten 
Gleichung genügt, sodafs dort identisch für jedes x, f(Xy fp{x)) = 
wird, und dafs sie fü/r x = Xq den Wert y^ annimmt. Diese Func- 
tion y=(p{x) ist stetig und besitzt eine bestimmte, endliche Ableitung, 

In der That, es seien \ und \ zwei positive Zahlen, 
die so klein sind, dafs für jedes x zwischen Xq — \ und 
Xq 4" \ uiid för jedes y zwischen y^ — \ und y^ + \ die 
Funktion f und ihre beiden ersten Ableitungen stetig sind. 
Man kann \ und \ gleichzeitig so klein annehmen, dafs 
fxip^y y) absolut kleiner als eine feste Zahl A ist imd dafs 



Funktionen von mehreren Veränderlichen. Implicite Funktionen. 139 

fy\Xj y)j dais fiir x = Xq, y = yo nicht verschwindet, immer 
absolut gröfser als eine endliche Gröfse B ist. Wir können 
sogar Äh^ < Bk^ annehmen. 

Greift man auf die Taylorsche^ Formel zurück und be- 
achtet, dafs f(xQj yo) = ist, so erhält man: 

(0 < e < 1). 

Nimmt man in dieser Formel | Ä | ^Ä^ imd | A | = Äj, so ist 
Xq + 0Ä zwischen Xq — h^ und Xq + \ und y^ + QJc zwischen 
yo — ^1 ^^^ Vo H" ^1 enthalten; daher wird: 

I AX^o + ÖÄ, yo + ÖÄ) I < ^, I hfJ(xo + GÄ, yo + 0*) | < \Ä. 

Andrerseits ist immer 1 1cfy(xQ + ÖÄ, y^ + Qh) | > X^i J5 und 
daher wird in dem Ausdrucke für f(xQ + Ä, y^ + k), in den 
für h imd Ä irgend welche den eben festgesetzten Bedingungen 
entsprechende Zahlen zu setzen sind, der erste Summand 
absolut kleiner als der zweite; folglich hat ihre Sunmie das 
Vorzeichen des zweiten Gliedes. Dieses wechselt aber sein 
Vorzeichen je nachdem man k = -\- k^ oder = — k^ setzt, denn 
sein erster Faktor thut dies, und der zweite /"/(^o + ÖÄ, yo + öifc) 
behält beständig sein Zeichen. Nun ist aber f(j^o~\'hyo~\'^)> 
als Funktion von k betrachtet, stetig und nimmt Werte von 
entgegengesetztem Vorzeichen an, je nachdem naan k die Werte 
-f- k^ oder — k^ erteilt. Also wird f(xQ + ^7^0 + *) ^^ ^^ 
einen Wert k zwischen + Äj imd — k^^. Er wird aber bei 
festem h auch nur für einen einzigen solchen Wert null; denn 
aus den Gleichungen: 

/•(^o + Ä,yo + *) = und f(x, + h,yo + r) = 

würde nach dem Satze von Rolle folgen, dafs für ein ¥' 
zwischen k und k' auch fy(xQ + Ä, y^ + k") = würde. Dies 
ist aber ausgeschlossen, da fy{Xj y) für kein Wertepaar in 
unserem Intervalle verschwindet. 

Sieht man also die oben ausgesprochenen Bedingungen 
als erfüllt an, so giebt es zu einem willkürlich zwischen 
Xq — Äi und Xq + \ fixierten Werte x immer einen und nur 
einen Wert y zwischen y^ — k^ und y© + ^1, welcher der 
Gleichung f{x, y) = genügt und für x = Xq den Wert y = yo 
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annimmt. Die Gesamtheit dieser Werte y bildet aber auch 
eine stetige Funktion, da die Werte von y sich von y^ um 
weniger als \ unterscheiden und \ beliebig klein gemacht 
werden kann. 

111. Die Funktion y von x, die auf die vorstehende 
Weise aus der Gleichung f{x^ y) = bestimmt ist, besitzt an 
der Stelle x ^=^ Xq eine Ableitung. Denn giebt man x den 
Wert äJq + Ä und nennt ^o "f" * ^^^ zugehörigen Wert von y^ 
so wird: 

/■(^o + Ä, yo + *) = 

oder 
Also folgt: 

Läfst man h jetzt null werden, so wird auch h null; denn y 
ist eine stetige Funktion x. Femer wird für verschwindendes Ä: 

lim f^{xQ + GÄ, yo + Ö*) = /"/(a?« ^o) 
und 

lim fy\xQ + GÄ, yo + ÖA;) = /"/(iTo y«) + 0. 

Mithin konvergiert -r- gegen einen bestimmten, endlichen Grenz- 
wert und es wird: 

,. k dy /«(^o» y©) 

Erteilt man a? irgend einen anderen Wert und nennt y 
den zugehörigen Funktionswert, so wird immer, so lange 
fy{x, y) nicht null ist: 

dy^ 4'(^> y) . 

dx~ fy(x,y)' 

und daher ist die Ableitung als Funktion von x und y aus- 
gedrückt, wobei y selbst eine wohlbestimmte Funktion von x ist. 
Sind auch die folgenden partiellen Ableitungen von f{xyy) 

stetig, so kann man ^ - von neuem differentiieren, indem man 

es als eine vermittelst y zusammengesetzte Funktion von x 
betrachtet. Indem man so fortfährt, erkennt man, dafs die 
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Funktion p die successiven Ableitungen besitzt und hat ein 
Mittel sie zu bestinunen. 

Man kommt aber leichter zum Ziele^ wenn man beachtet^ 
dafs f(x, y) durch Substitution der oben definierten Funktion 
y von X eine vermittelst y zusammengesetzte Funktion von x 
wird^ die bestandig den Wert null hat. Also ist auch ihre 
Ableitung null und man hat: 

.^^ 4. ^ 1^ = 
dx ' dy dx 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion von drei 

Gröfsen x^ y^ -^j die ihrerseits bestimmte differentiierbare 

Funktionen von x sind^ man erhält daher durch nochmalige 
Diflferentiation: 

dx^ ' dx^y dx ' dy^ \dxf ' ^y dx^ 

Indem man so fortfahrt, erhält man Gleichungen, aus denen 

sich die Werte ^, ^, • • • berechnen lassen. Diese sind aber 

auch nicht illusorisch, da der Koeffizient der Unbekannten 

immer -J~ und daher nicht null ist. 
cy 

§ 6. Gleiohang swiBOhen mehreren Veränderlichen. 

112. Allgemeiner gilt der: 

Satz, Es werde eine Gleichung f{x^jX^"'XfnyOo)^=^0 zwischen 
den m + 1 Veränderlichen x^, x^- - - Xmy x durch das Wertsystem 
<*i; «s • • • «m, ö der Veränderlichen erfiiUt, und es sei in der 
Umgebu/ng dieses Wertsystems die Funktion f nebst ihren sämt- 
lichen ersten Ableitungen stetig; endlich werde für die Werte a 
die Äbldtimg von f nmh x nickt nuU; dann giebt es eine und 
nmr eine Funktion x = ip(xi, -- * oCf,^ der Veränderlichen Xj^,x^"Xmj 
die in der Umgehung der Stelle a^,* * - Om definiert ist, und die 
in die Gleichung f= an Stelle von x eingesetzt sie identisch 
für alle Wertsysteme der Veränderlichen erfüllt; die Funktion 
ist stetig, u/nd nimmt an der Stelle ä^i = o^ • • • a?« • • • «m den 
Wert a an, überdies besitzt sie die pc^rtieüen Ableitungen erster 
Ordnung. 
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In der That^ man hat: 

+hf^ (01+6*1,0^+0*2, -a+OÄ) 



f 



• +Ä»/«^(ai+0Äi,a3+eÄ5„-a+0Ä) 
+hfj (ai+0Ai,a2+ÖÄ8;-a+öA). 

Man nehme an, dafs fftr aDe Werte ^i, a^ • • • a?m, ^j die be- 
ziehungsweise in den Intervallen enthalten sind: 

«1 — *!, tti + Äi; • • • am — km, am + *„»; a — k, a + A, 

|/'JJ<u4i, l/^a^l <4j, • . • 1/;;^ I <^„ und |/;'|>J. seien 
und dafs die Zahlen k^, k^, - • • km so klein gewählt sind, dafs 

I J.i*i + A^k^ H f- Ämkm I < Äk 

wird. 

Wenn in dem Ausdruck für 

f(a^ + Ai, Og + ^2? • • • »»n + *m; a + Ä) 

die Gröfsen \j\, • • • Am absolut kleiner als die festen Gröfsen 
kiyk^, * ' ^ km gewählt werden, und wenn man h die beiden 
Werte + k und — k giebt, so ist die Summe der ersten 
m Glieder jenes Ausdruckes immer absolut kleiner als das 
letzte; daher erhält die Summe aller m + 1 Glieder das Vor- 
zeichen des letzten Gliedes. Da nun fj ein konstantes Vor- 
zeichen behält, so wechselt das letzte Glied und mit ihm die 
Summe ihr Vorzeichen, wenn man h die beiden Werte + k 
und — k erteilt. 

Daher ist /"(«i + Ai, •••«»» + A«, a + A) eine stetige 
Funktion von A, welche ihr Zeichen ändert, wenn man A die 
beiden Werte + k und — k erteilt; sie verschwindet daher 
für einen mittleren Wert A, dessen Betrag kleiner als k ist. 
Sie verschwindet aber auch nur für einen einzigen solchen 
Wert, solange \y\ - • - hm fest bleiben; denn wäre sie für die 
beiden Werte A' und A" von A = 0, so müsste ihre Ableitung 
nach A für einen Wert A'" zwischen A' und A" verschwinden, 
oder es wäre /*«(% + Ai, • • • o» + A^, a + A'") == 0. Dies ist 
aber ein Widerspruch, weil fj in der Umgebung von 

(öl, a^f ' " Om^a) 

überhaupt nicht verschwindet. 
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Demnach kann man einen Variabilitätsbereich für 

abgrenzen, der Art, dafs zu jedem Wertsysteme dieser Ver- 
änderlichen in ihm ein und nur ein Wert x gehört, der 
zwischen a — Je und a -{- k enthalten ist. Da man nun Je be- 
liebig klein annehmen kann, so ist die Fimktion auch stetig 
und nimmt an der Stelle 

X^ = Clj, X2 = tt^j ' * ' •^TO ^'^^ ^m 

den besonderen Wert a an. 

113. Die so definierte Funktion x der Veränderlichen 
Xiy x^, ' * ' Xm besitzt für die Werte der Veränderlichen, welche 
in den betrachteten Intervallen enthalten sind, alle partiellen 
Ableitungen erster Ordnung. Man braucht ja nur X2, • * - Xm 
konstant anzunehmen, dann wird x eine implicite Funktion 
der einen Veränderlichen x^*^ wir kommen daher auf den in 
Nr. 110 und 111 betrachteten Fall und erhalten diese Ab- 
leitung aus der Gleichung 

df . df dx ^Q 

dx^ • dx cx^ 

In ähnlicher Weise sind die übrigen partiellen Ableitungen 
gegeben durch die Gleichungen 

dx^ '^ dx dx^ ' dx^ ~^ dx dx^ 

Aus ihnen erhält man die partiellen Ableitungen ausgedrückt 
durch die Veränderlichen x^y x^j -- - Xm und durch die Funktion x. 
Besitzt die Funktion f auch die partiellen Ableitungen 
höherer Ordnung, so wird auch x eine Funktion von 

welche die partiellen Ableitungen der entsprechenden Ordnung 
besitzt; man findet diese, indem man die Ausdrücke für die 
ersten Ableitungen von neuem differentiiert. 

Nachdem man aber ihre Existenz erkannt hat, kann man 
einfacher verfahren und jede der m vorstehenden Differential- 
gleichungen nach allen unabhängigen Veränderlichen differen- 
tiieren. Man erhält so die Gleichungen 
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l' 

d, 



ay , / ay • a^ , ay a^\ , 

dx^dx^ ' VaÄ^iCi a«, ' dxdx^ dxj ' 

, ay a« 1^ i 1^ __?!^ = o 

' a»* a^ci ao;, ' a« aa;iaa;, ' 

aus denen man die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
berechnen kann, u. s. w. 

§ 7. System von zwei Gleichungen zwisolien drei 

Veränderlichen. 

114. Es sei ein System von zwei Gleichungen zwischen 

drei Veränderlichen gegeben 

F{x,y,!s) = 0, f{x,y,is)==0 

und wir wollen voraussetzen, dafs es von den Werten x^y y^, z^ 
der Veränderlichen erfüllt wird. In der Umgebung von {x^yy^, 0q) 
seien überdies F, f und ihre ersten Ableitungen stetig. Wir 
wollen untersuchen, ob diese Gleichungen in einem Xq ent- 
haltenden Intervalle y und als Funktionen von x bestinunen 
können. 

Man beachte zunächst, dafs die erste Gleichung, sobald 
Fz{xQy y^y z^ nicht null ist, eine Funktion z von x und y 

bestinmit: 

^ = 9(a?,y), 

welche in der Umgebung der Stelle {xq, y^) definiert ist und die 
Gleichung F(Xy y, (p{Xy y)) = für aUe Werte x, y identisch 
erfüllt; sie ist zudem stetig und es wird Zq = <p{Xq, y^); end- 

Hch besitzt auch die partieUen Ableitungen g und |£ . 

Setzt man in die zweite Gleichung /* = für jer die so 
definierte Funktion von x und y, so entsteht eine Gleichung 
zwischen x und y, f(Xy y, <p(x, y)) = 0; setzt man: 

so wird t^ipo^y) ^=0. Die linke Seite dieser Gleichung ist 
eine stetige Funktion von x und y, und das Gleiche gilt fär 
ihre Ableitungen 

dx a« ' dz dx^ dy dy~^ dz dy 
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Die Gleichung 5 = ^ ^i^^ *^®^ auch von dem Wertepaar 
Xq y^ erfüllt; denn es wird: 

5(^0, Vo) = A^o? %? 9(^0 yo)) = /"(^o, Voj ^o) = 0. 

Ist daher ^ nicht null, so giebt es eine und nur eine Funk- 
tion y von X 

y = ^{^)y 

welche in der Umgebung von x = Xq gegeben und stetig ist, 
die für x = x^ den Wert y^ annimmt und der Gleichung 
%{x, tlf(x)) = genügt und eine Ableitung besitzt. Man setze 
endlich 9(iZ?, ^(a?)) = %(ic); dann wird auch z = %{x) eine in 
der Umgebung von x und x^ definierte, stetige und dififerentiier- 
bare Funktion, und es wird 

%(^o) = 9(^0? ^W) = 9(^0 yo) = V 

Setzt man endlich in die vorgelegten Gleichungen 1^ = und 
f^Oy ftir y und die Funktionen ^ und x von x ein, so er- 
hält man: 

F(x, ^{x), x(<^)) = F\x, ^{x), <p(x, t(x)y] = 0; 

denn es wird F[Xy y, q){x yj] = 0, welches auch x und y sein 
mögen. Aufserdem wird aber auch 

f(x, ^(a:), x(x)) = /t:r, 7l;(x), (p{x, ^(a:))] = g(a:, ^(a:)) = 0. 

Die vorgelegten Gleichungen bestimmen also, wenn 

I? und l^ 

an der Stelle {x^ y^ Zq) nicht verschwinden, zwei stetige Funk- 
tionen y = iIj{x) und z = %(ic), welche für ic = a^^ die Werte y^ 
und jsTq annehmen, die den beiden gegebenen Gleichungen ge- 
nügen und eine Ableitung besitzen. 

Da die Funktionen 9 und ^ die einzigen sind, welche 
den vorstehenden Bedingungen genügen, so gilt das Gleiche 
für ^ und x- 

Die Bedingung ^^ ^= läfst sich auch durch die Ablei- 
tungen der Funktionen F und f ausdrücken, man hat 

dy dy ~^ dz dy ^ 

Genoccbi-Peano, Diff.- u. lutegral-Bechnang. 10 
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dabei ist ^ durch die Gleichung definiert 

dy ~^ dz dy^"^ ' 

Man erhält daher 

^dF _d£ dF 

d% dy dz dz dy 

dy ~ dF 

dz 

und die Bedingungen -^ =f= und ^^ =j= kommen zurück 
auf diese 



dF .f. , df dF df dF 

ö— 4= und ^ -X -ö^ -ö— 

dz ' dy dz dz dy 



d£ df_ 

dy dz 

dF dF 

dy dz 



4=0. 



Aber es ist ^schon die zweite Bedingung für die Existenz der 
Funktionen ^ und % ausreichend; in der That, wäre die Deter- 

minante nicht null, aber -r- = 0, so könnte nicht -J- = 

' dz ' dz 

sein und man brauchte nur die beiden Gleichungen mit ein- 
ander zu vertauschen. 

115. Der Beweis, welcher soeben für die Existenz der 
Ableitungen der Funktionen y und von x > gegeben wurde, 
gestattet auch diese zu finden. 

Auf die oben angegebene Weise ergeben sich die Ablei- 
tungen ausgedrückt durch x^ y, z. Besitzen F und f auch die 
höheren partiellen Ableitungen, so kann man die erhaltenen 
Ausdrücke dififerentiieren und findet so auch die zweiten und 
höheren Ableitungen von y und z nach x. 

Aber nachdem die Existenz dieser Ableitungen erkannt 
ist, erhält man sie schneller, wenn man an Stelle von y imd z 
ihre Ausdrücke als Funktionen von x in F{x^ y, z) und 
f{Xj y, z) einsetzt, und beachtet, dafs so zwei Funktionen ent- 
stehen, deren Wert beständig null ist, und deren Ableitungen 
daher ebenfalls verschwinden. DifFerentiiert man nach der 
Regel für zusammengesetzte Funktionen, so erhält man: 

dF ■ dF dy , dF dz^^^ 
dx '^ dy dx'^ dz dx ^ 

dx ' dy dx ' dz dx 
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Aus diesen Gleichungen kann man -~ und ^, die in ihnen 

linear auftreten, berechnen; denn die Determinantß, welche aus 
den Koeffizienten der Unbekannten gebildet ist, verschwindet 
nicht nach Voraussetzung. Differentiiert man noch einmal, so 
erhält man: 



dx 



* ' dxdy dx ' dy* \dx/ ' dxdz dx ' dycz dx dx ' 

' dz^ \dx) ' dy dx* ' dz dx* 
Ninmit man zu dieser Gleichung die analoge, in welcher I 

durch f ersetzt ist, so erhält man zwei Gleichungen für ~^ 

d*z 

und j-^ u. s. w. 

Die vorstehende Schlufsweise läfst sich verallgemeinem 
und auf die allgemeinste Frage anwenden, welche man bei den 
impliciten Funktionen zu behandeln hat. 



§ 8. System von n Gleiolitingen swüiolien m -\- n 

Veränderliolien. 

116. Es werde ein System von n Gleichungen zwischen 
m '\' n Veränderlichen 

du/rcii die Werte 

«1 • • • a>n, 6i • • • 6« 

der Veränderlichen erfüUt; die Funktionen /i • • • /I» nebst ihren 
sämüichen partiellen Ableitungen erster Ordnung seien in der 
Umgdnmg der Stelle («!••• »n, 6i • • • 6«) stetig; scMiefslich sei 
die Determinante: 



J = 



ay, 


dy* 


»y. 




dU 
2y. 


■■• ^y. 


9fn 


^fn 


«/•« 



Hl dy% 



^y. 



10' 
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an jener Stelle nickt null. Alsdann giebt es ein und nur ein 
System von Fu/nktionen y der Veränderlichen x: 

welches in der Umgebung der Stelle % • • • o« bestimmt ist und 
welches die Gleichungen fi = 0, - - - fn = identisch für unab- 
hängige Veränderliche x erfüllt; yi • • • y« sind stetige Funktionen, 
die a/n der Stelle a^ • • • «„ die Werte 6i • • • 6« annehmen und 
alle ersten Ableitungen besitzen. 

Die Determinante J, welche aus den partiellen Ableitungen 
von fi ' ' fn nach yi • • • y« gebildet ist, heilst die Funktional- 
determirumte oder Jambische Determinante der Funktionen f in 
Bezug auf die Veränderlichen y. Ist w = 1, so reduziert sie 
sich auf ein einziges Element, die Ableitung der linken Seite 
der einzigen Gleichung nach der Veränderlichen, welche man 
zur Punktion wählen will. Für diesen Fall ist der Satz schon 
in Nr. 111 bewiesen. Der Satz wird daher allgemein bewiesen 
sein, wenn unter der Annahme seiner Richtigkeit fiir ein 
System von n — 1 Gleichungen seine Gültigkeit auch für n 
Gleichungen gezeigt wird. 

Ist J=^Oy so können die Elemente der letzten Vertikalreihe 

nicht alle verschwinden. Es sei daher ö-^4=0; alsdann be- 
stmmit die Gleichung: 

fnix^X^ • • 'XmVi • • -yn) = 

eine und nur eine Funktion y„ von iCj • • • Xm, Vi - - - yn—i 

yn = (p(xi ' "Xm, yi" • y«-i) 

in der Umgebung der Stelle (a^ • • • a^», 6^ • • • 6n_i), welche der 
Gleichung fn = genügt, stetig ist und die ersten partiellen 
Ableitungen besitzt; überdies ist: 

Setzt man an Stelle von y„ die Funktion 9 in die Glei- 
chungen Z*^ = 0, • • • fn—i = ein, so entstehen n — 1 neue 
Gleichungen zwischen den Veränderlichen x^- - • Xmyi' - - yn—\y 
die wir schreiben können: 

^1 = 0, i^2 = 0; ••• i^n-i = 0. 
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Dabei bedeutet: 

i = 1, 2, 3, . . . w — 1. 

Diese n — 1 Gleichungen zwischen m -{- (n — 1) Veränder- 
lichen sind an der Stelle («i • • • (im, &i • • • in—i) erfüllt; denn 
es ist: 

= fi(ai"'(hny 6i---6«) = 0. 

Die Funktionen F sind stetig und besitzen die partiellen 
Ableitungen erster Ordnung; denn sie sind vermöge q) zu- 
sammengesetzt; q) ist aber stetig und besitzt die partiellen 
Ableitungen. Überdies hängt die Jacobische Determinante 
von ty wie wir jetzt sehen werden, von der von / ab. 

Wir addieren in der Determinante J zu den Elementen 
der 1*®**, 2*®^, • • • w — 1*®*^ Kolonne die der letzten, nachdem 

wir sie beziehungsweise mit -^ , -^ , • • • ^ — ^— - multipliziert 

haben; wir erhalten so: 

^ _L 1^ ^ 1^ _L ^ 1^ ... ' 



J= 



^fn . ^fn dtp ^fn 

dyn-l ^yn ^yn-l' ^yn 

Differentiiert man die Funktion Fi (i = 1, 2, • • • n — 1) nach 
der Veränderlichen yj ( j = 1, 2, • • • t^ — 1), so erhält man: 

dyj dyj dyn ^yj , • • • w > 

Differentiiert man die Funktion 0, die aus fn entsteht, wenn 
man für y„ die Funktion tp einsetzt, so wird: 

dyi "*" dy^ dy^ ' * * ' dy^_^ "^ dy^ dy„_^ 

Daher wird: 
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J= 



dF, ■ dF, 

ay, ay. 


Viertes Eapit 
dF, df, 

»y,_i ay. 


«1. 


^yi 


dF, 

8y— 1 


1 Svi ay, 



3y,_i ay,_, 

... f- 

8y« 


.8yi 


8y— 1 



Nennt man also «T die Punktionaldeterminante der F. so wird 



^Z", 






«r. 



Da nun « — nicht null ist, und ebenso J nicht verschwindet, 

so hat auch «T einen bestimmten endlichen Wert, der von 
null verschieden ist. 

Denmach genügen die Gleichungen F^ =0, • • • Fn—i = 
allen in dem Satze angegebenen Bedingungen, und ihre Zahl 
ist n — 1. Für diese Zahl ist aber der Satz als erwiesen 
angenommen, also giebt es ein und nur ein Systena von 
Funktionen 

welches in der Umgebung der Stelle («i • • • cf^m) definiert ist; 
die ^ sind stetig, besitzen alle ersten Ableitungen und ge- 
nügen den Gleichungen F=0, Es wird also für alle x: 

welches auch die Werte der x sein mögen. 
Setzt man in: 

tfn = g>{Xi -'XmjVi-' Vn-l) 

die Werte der y als Funktionen der x ein, so wird 

SO wird ^uch y« eine stetige Funktion der x, die sämtliche 
Ableitungen erster Ordnung besitzt. 
Daher sind die Funktionen 

Funktionen der Xj welche in der Umgebung der Stelle a^ • • • o»» 
definiert, stetig und nach allen x diflFerentiierbar sind; sie 
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nehmen an der Stelle (a^ • • • a'm) die Werte 6^ • • • 6„ an und 
genügen den Gleichungen /*= 0; denn für i = 1, 2, • • w — 1 
hat man: 

und für i = n: 

Also sind alle Behauptungen des Satzes erwiesen. 

117. Der Existenzbeweis für die Ableitungen der ^ ge- 
stattet auch sie zu finden; aber, nachdem ihre Existenz erkannt 
ist, kann man sie leichter auf folgende Weise ermitteln. Setzt 
man in die linken Seiten der n gegebenen Gleichungen f=0 
für die y die Punktionen ^ ein, so entstehen lauter Funktionen 
von X, welche den konstanten Wert null haben. Daher sind 
auch ihre Ableitungen null imd diese lassen sich nach den 
Differentiationsregein für zusammengesetzte Funktionen finden. 
Durch Differentiation nach Xi ergiebt sich: 

a^ , a^ ay, , aA a^ _, , a^. ^ _ q 

dx. •" dyi dx^ "•" äy, dx^ ' •" dy^ dx. ' . 

dXf dyi äaj,. ' ay, aa;,. ' ^Vn ^^• 

Dies ist ein System von n linearen Gleichungen mit den Un- 
bekannten 

at/, dy^ ^Vn 

dx.^ dx.' dx. ' 

und diese n Unbekannten lassen sich berechnen, da die 
Determinante ihrer Koeffizienten die Jacobische Determinante 
und daher nach Voraussetzung nicht null ist. Setzt man 
i = 1, 2, • • • m, so entstehen m Gleichungssysteme, aus denen 
man alle partiellen Ableitungen erster Ordnung berechnen 
kann. Sie drücken sich aus durch die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von den /*, die ihrerseits wieder von den un- 
abhängigen Veränderlichen x und von deren Funktionen y ab- 
hängen. Besitzen die f auch die partiellen Ableitungen höherer 
Ordnung, so gilt Gleiches von den y und man könnte deren 
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Ableitungen durch successive DiflPerentiation der für die ersten 
Ableitungen erhaltenen Ausdrücke bekommen. Man verfährt 
aber einfacher, wenn man die vorigen Gleichungen differentiiert 
und die so entstehenden Gleichungen nach den Ableitungen 
höchster Ordnung, die auftreten, auflöst. 

§ 9. Bildung von Differentialgleicliungen. 

118. Eine Gleichung zwischen den unabhängigen Ver- 
änderlichen, ihren Funktionen imd deren Ableitungen heilst 
eine DiffermUalgleichung. Man imterscheidet gewöhnliche und 
partielle Differentialgleichungen, je nachdem die Ableitungen 
von Funktionen einer einzigen oder mehrerer Veränderlichen 
gebildet sind. Femer heifst bei einer Differentialgleichung mit 
nur einer unabhängigen Veränderlichen und einer Funktion 
von ihr die Ordmmg der Gleichung die höchste Ordnung, welche 
bei den Ableitungen auftritt. 

Ist y eine Funktion von a?, welche implicite durch die 

Gleichung 

fixiy) = 

gegeben ist — ein Fall, auf den sich die expliciten Funktionen 
zurückführen lassen — ,. so erhält man durch Differentiation 
nach X die Differentialgleichung erster Ordnung 

1^ _L ^ ^? = 
dx ' dy dx 

Ihr genügt die Funktion y und sie dient uns dazu, die Ab- 
leitung ^ zu bestimmen. Durch weitere Differentiation dieser 

Gleichungen erhalt man Differentialgleichungen höherer Ord- 
nungen (Nr. 111). 

Indem man die ursprüngliche Gleichung mit irgend einer 
ihrer Differentialgleichungen kombiniert, kann man andere 
Differentialgleichungen ableiten, die sämtlich von der Funktion 
y befriedigt werden. Von der Willkürlichkeit einer solchen 
Kombination kann man Gebrauch machen, um. einfache oder 
einem bestimmten Zwecke entsprechende Gleichungen zu erhalten. 

Ist zum Beispiele 

y = X^. 

und X eine Funktion von x, m eine gegebene (rationale oder 
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irrationale) Konstante^ «o entstellt durch Differentiation die 
Gleichung 

Multipliziert man diese mit X und berücksichtigt die gegebene 
Gleichung^ so erhält man 

Xy'= myX', 

eine Differentialgleichung erster Ordnung, in der die m^ Potenz 

von X nicht auftritt. 

Es sei femer: 

y = arc sin a:; 
dann wird: 



y'=-== oder y^yi—x'^l, 

yi — x^ 

eine Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher die 
transcendente Funktion arc sin x nicht auftritt. Wenn man 
noch einmal differentiiert, kann man auch das Wurzelzeichen 
fortschaffen; man erhält: 

yi — X* 

oder 

y'\l-x')-y'x = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
linke Seite linear und homogen in y' und y" und wenigstens 
ganz und rational in x ist. 

119. Durch Kombination der gegebenen Gleichung mit 
den aus ihr durch Differentiation entstehenden kann man Eon- 
stante herausschaffen, die in der gegebenen Gleichung auftraten 
und auf diese Weise Differentialgleichungen ermitteln, denen 
nicht nur von der betrachteten Funktion y, sondern auch von 
allen den Funktionen y genügt wird, die aus der gegebenen 
Gleichung entstehen, wenn man den Wert der Konstanten 
ändert, von denen die Differentialgleichung frei ist. 

So definiert die Gleichung: 

(1) (^ — «)* + (y — 6)' — r« = 

bei orthogonalen Koordinatenachsen x, y einen Kreis, und sie 
definiert gleichzeitig y implicite als Funktion von x. Durch 
Differentiation erhält man 

(2) (a;_a) + (y_6)y'==0. 
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Dies ist eine Differentialgleichang erster Ordnung^ welche den 
Parameter r nicht mehr enthält. Andrerseits kann man durch 
Kombination von (1) imd (2) a eliminieren imd erhält: 

(y-6)«(l+y'»)-r« = 0. 

In ähnlicher. Weise könnte man auch h eliminieren. Will man 
aber gleichzeitig mehrere Konstante eliminieren, so differen- 
tiiere man (2). Man erhält: 

(3) l+y'* + (y_6)y"=0. 

In dieser Gleichung fehlen a und r, Differentiiert man noch 
einmal, so wird: 

(4) 3yy'+(y-6)y"'=0 

und aus (3) und (4) erhält man durch Elimination von h oder 
besser y — b schliefslich 

(5) (l + y'^y"'-3yy'« = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welcher 
jede Funktion y von x genügt, die durch (1) definiert ist, 
welches auch die Werte von a, h und r sein mögen. 

Ahnliche Eliminationen kann man bei den Systemen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen oder bei partiellen Differen- 
tialgleichungen ausführen, wie wir solche in den Nrn. 113, 
115, 117 erhalten haben. 

120. Behandelt man aber partielle Differentialgleichungen, 
so kann man nicht nur Konstante, sondern auch Funktionen 
eliminieren. Es sei z. B.: 

F(u, v) = 

eine Gleichung zwischen u und v und es seien u und v ge- 
gebene Funktionen von drei Veränderlichen äj, y, z. Dann 
haben wir eine Gleichimg zwischen a;, y imd ss, welche — wie 
wir annehmen — ss als Funktion von x und y bestimmt. 
Durch Differentiation nach x und y erhält man: 

dF/du I ^ ^\ , dF/dv ^ dv ^j\ ^ q 
du \dx "•" dz dxl "^ dv \dx "• dz dxl . ' 

dF/du^ idudj\_. dF/dv_ • ^ ^\ ^ q 
du \dy ''" dz dyl "^ dv \dy ' dz dy) 
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Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen y- und -x— , 
die in ihnen linear und homogen auftreten^ so erhalt man: 



du -. du de 



dx ' dz dx' dy ^ dz dy 



du _. du dz 

"T 



dv j_ dv dz 



dx 



dv _.dv dz 

dz dx^ dy ' dz dy 



= 



oder auch: 



d_z_ 

dx' 

du 
d^' 

dv 
dx' 



dj_ 

dy' 

du 

d^' 

dv 



du 

'd'z 

dv 
dz 



= 0. 



Dies ist eine partielle Differentialgleichimg erster Ordnimg 
für z, welche von der Funktion F ganz frei ist. 



§ 10. Homogene Funktionen. 
121. Man nennt: 

«* = A^; y, ^ • • 

eine homogene Funktion n^"^ Grades der Veränderlichen a?, y, jsr • • -, 
wenn för jedes t: 

(1) f{tx, iy, ^£f . . .) = t-f{x, y, ^ . . 

*ist. So sind z. B.: 

> 

^ ^ ' x^ + y^' ya;« + 2,« 

homogene Funktionen von den Graden 2, — 1, 0. 

Satz. Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von* einer 
homogenen Funktion n^^ Grades sind homogene Funktionen 
n — 1*®° Grades. 

In der That, man differentiiere die Identität^ welche die 
homogenen Funktionen definiert^ nach X] dann erhält man: 



fj{tx, ty, tz.--) ^-t^ 
d(tx) 



Ox 



t' ■ /*'(«> y>^-- •)• 



Da aber -4—^ = t ist, so folgt nach Division durch t: 

fj{tx, ty, U • . •) = t—^f:{x, y,z-- .); 
das heilst, fj ist eine homogene Funktion vom Grade n — 1. 
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Hieraus folgt, dafs die Ableitungen zweiter Ordnung 
homogene Funktionen vom Grade n — 2 und allgemein die 
Ableitungen Ä*®' Ordnung homogene Funktionen vom Grade 
n — h sind. 

Satß (von Euler). In einer homogenen Funktion ist die 
Summe der Produkte ihrer pa/rtiellen Ableitungen mit der ent- 
sprechenden Veränderlichen gleich dem Produkte aus der Funktion 
wnd ihrem Grade und umgekehrt. 

In der That, differentiiert man die Gleichung (1) nach t, 
so erhält man: 

fxXtx, ty^ tZ'")x + fy(tXy ty, tZ'")y + f,Xtx, ty,tZ'")e-\ 

= nt''-^f(x,y,0'"). 

Setzt man also t = 1^ so wird: 

fxX^>yy^-")^ + fyX^yy?^"')y + fzXoc,y,0'")0+'''=nf(x,y,0'*') 

oder: 

du .du .du . 

dx ' dy^ ^ dz ^ 

Diese partielle Differentialgleichung beweist den Satz. 

Umgekehrt, genügt die Funktion f{Xy y, ^ • • •) der Gleichung 

fx{x, y,£f'-)x + fyiXy y? ^ • • Oy H = "^fi^y y'")y welches 

auch die Werte der Veränderlichen sein mögen, so erhält man 
durch Substitution von tXy ty * - - an Stelle von x^ y * • •: 

fx{ix, ty, tZ' -)tx + fy{tx, ty*")ty-\ = nf(tx, ty • • •). 

Nun ist aber die Ableitung der Funktion 

nach t gleich: 

T?'r*\ *[4'(*^, ty-')x-\- f^\tx, ty")y-\ ] — nf{tx, ty-) - 

^ W = ^Tfi 

Zufolge der obigen Gleichung ist diese aber null, also ist 
F(t) konstant und es ist F(t) = F(l), Also ergiebt sich 
durch Substitution der Werte von F(t) und F(l) == f(Xy y • • •): 

f{tx,ty'-') = t-f(x,y--'), 
wie behauptet war. 
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Diflferentiiert man die Gleichung (1) mehrmals nach t und 
setzt dann ^ == 1^ so erhält man: 






dx 



dy' 



• • • 



' dxdy ^ "• 



= n{n — 1)m 



also eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen ver- 
schiedener Ordnungen, denen die Funktion u genügt. Sie sind 
jedoch sämtlich Folgerungen aus den vorhergehenden Sätzen 
und entstehen, wenn man das Eulersche Theorem auf die Ab- 
leitungen von u anwendet. 

§ 11. Funktionaldeterminanten. 

122. Fimktionaldeterminante oder Jacobische Determi- 
nante der n Funktionen y^' ' ' Vn nach den Veränderlichen 
x^' ' • Xn heifst, wie erwähnt, die aus den n^ partiellen Ablei- 
tungen erster Ordnung der Funktionen gebildete Determinante: 

^yi ^2/i ^2/i 



J = 



dx^ dx^ 
dx^ dx^ 



dx^ 

^y% 

dx^ 



^yn ^Vn ^Vn 



dx^ dXi 



dx 



n 



Man pflegt sie einfach so zu bezeichnen: 

J^(2/i,2/2, -yj Dy 



J = 



D{x^,x^, '-'Xj Dx 



Setzt man z. B.: 



yi = axj^ + 2bXiX^ + cx^^^ 



so erhält man: 

1 J[)(2/i,y,) 



4 B{x^,x^) 



ax^ + &^2; ^^1 4" ^^2 



x^ 
a 
a 



2 



x^ x^ 

h 

V 



c 

c 



2 



Sind die Funktionen y die ersten Ableitungen einer Funktion 
u von n Veränderlichen, so ist ihre Jacobische Determinante 
die Determinante der zweiten Ableitungen von u (Hessesche 
Determinante). 
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Satz L Sind y^* • - yn Funktionen von Mj • • • w« und sind 
diese wieder FunJctionen von x^ - • - Xn, so ist die Jacöbische 
Determincmte der y nach den x gleich der Ja^ccbischen Determi- 
nante der y nach den u multipliziert mit der Jacoiischen Deter- 
minante der u nach den x (Nr. 37). 

In der That, das Element k-^ der Determinante ^ hat 

' ox^ Bx 

den Wert: 

dx^ du^ dx^ ' du^ d-x^ ' ' du^ dx^ ' 

also ist nach dem bekannten Moltiplikationssatze der Deter- 
minanten: 

Dy Dy Du 

Bx Bü ' Bx' 
w. z. bew. w. 

Satz IL Sind die Veränderlichen y Ftmktionen der x und 
ist die Jacöbische Determinante nicht null, so kann man die x 
als FunJctionen der y betrachten und die Jacobischen Determi- 
nanten der beiden Systeme sind zu einander reziprok. 

In der That, betrachtet man die y als Funktionen der x 
und die x als Funktionen der y, so ergiebt sich durch An- 
wendung des vorigen Satzes: 

By By Bx 

m .. SSS ■ ■ ■ — - • • 

By Bx By 

Die Determinante linker Hand hat iii der Hauptdiagonale 
lauter Einsen statt Nullen, also ist ihr Wert 1 und es wird: 

Bry Bx_ 

Bx' By~ ' 
w. z. bew. w. 

Satz IIL Sind die Funktionen y der Veränderlichen x 

du/rch n Gleichungen gegeben: 

/i(^i • • • ^«2/i • • • y«) = 0, • • • fn{x^ ' ' 'Xny^ • • • y«) = 0, 

so wird: 

Bf 

^ _ r— i> — 

Bx~^ ^ Bl 

By 
(Nr. 111). 

In der That, differentiiert man die gegebenen Gleichungen, 
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indem man die y als Funktionen der x betrachtet, so erhält 
man die Gleichungen: 

dx^ dy^ ' dxj "• ?y^ * ^o?^- "• ' * •" dy^ dxj 
Bildet man aber die Determinante der — ^ — , die den Wert 

dxj' 

Df 
( — 1)* -jy- hat, so erkennt man, dafs sie gleich dem Produkte 

der Determinanten ist, die bezw. mit den J- und den x-- ce- 

' cy ex ^ 

bildet sind, also ist: 

^ ^ Bx Dy Dx 
und hieraus erhält man die zu beweisende Formel. 

Sat0 IV, Ist die Determincmte t~ identisch nuU und sind für 

Dx '■ 

ein besonderes Wertsystem der Veränderlichen nicht edle Unterdeter- 
minanten der ersten Horizontale null, so wird in der Umgebung 
der betrachteten Werte eines der y eine Funktion von den übrigen y. 

Es sei z. B. die XJnterdeterminante von ^—^ nicht null: 

dx^ 

alsdann erhält man aus den Gleichungen: 

^2 = 9^2(^1 ^2 • • • ^n), 

X2 ' ' ' Xn als Funktionen von x^^y^ • - > y^. 
Setzt man diese Werte in 

Vi = 9^1(^1 ^2 • • • ^n) 
ein, so wird y^ eine Funktion von ^ly^ ' ' ' Vn- 

Betrachtet man jetzt die yi • • • yn als Funktionen von 
x^ ' ' ' Xn und diese wieder als Funktionen von oc^y^ - - • yn, so 
erhält man: 

^(yi Vi-yJ ^ -P(yi y» • • • yj -P(^i ^»•••^J 
i>(^ y« • • • y„) ~ ^{^ ^i'-'^J ' ^(^1 yt-yn)' 

Es ist aber: 

-P(yi y^'-yj ^dy^ 
i>{^i y« • • • y«) ~ ^ÄJi 

and nach Voraussetzung: 

-P(yi y^-yn) ^ q 

JDiXi x^"'X^ 
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Hingegen wird: 

B{x^'"X^- 

nach Voraussetzung eine endKche Gröfse; also wird -^ = 0. 
Setzt man also in 

für x^ ' ' ' Xn ihre Werte als Funktionen von Xiy^' ' 'Vn ein, 
so wird yi unabhängig von x^ und eine Funktion von yg * ' * y« 
allein, w. z. bew. w. 

§ 12. Übimgen. 

123. 1) Die Funktion 

x — y 

x + y 

konvergiert mit verschwindenden x und y gegen keinen Grenz- 
wert, sondern nimmt in jeder Umgebung der Stelle (0, 0) 
jeden beliebigen Wert an. 

2) Die Funktion 

/,/ X 2xy 

konvergiert mit verschwindenden x und y gegen keinen Grenz- 
wert, sondern nimmt in jeder Umgebung von (0, 0) alle Werte 
zwischen — 1 und + 1 an. Es ist: 

limf(x, 0) = lim f{0, y) = 0; 

erteilt man der Funktion den Wert 0, wenn man o? = 0, 
y == setzt, so ist f{x, y) für alle Wertepaare von x und y 
eine stetige Funktion von x und eine stetige Funktion von y, 
aber keine stetige Funktion des Wertepaares x^ y. 

3) Die Funktion 

hat folgende Beschaffenheit. Setzt man: 

X = ht, y = Jct 

und läfst t null werden, so wird der Grenzwert von /* immer null,- 
welches auch h und ifc sein mögen; mit anderen Worten, sind x 
und y Cartesische Koordinaten eines Punktes in der Ebene, so 
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wird der Grenzwert der Funktion immer null, auf welcher Ge- 
raden der Punkt (x, y) auch in den Punkt (0, 0) rücken möge. 
Trotzdem konvergiert f{Xj y) mit verschwindendem x und y 
gegen keinen Grenzwert, sondern nimmt in jeder Umgebung 
der Stelle (0, 0) alle Werte zwischen — 1 und + 1 an. 

4) Die partielle Ableitung einer Determinante nach einem 
ihrer Elemente ist die zu dem Elemente gehörige Unter- 
determinante. 

5) Die Funktion 

ist, wenn man /"(O, 0) = setzt, eine stetige Funktion von x 
und y und hat zu ersten Ableitungen: 

U{^, y)-y 1^ + 4y • ^^f/y,^. , 

An der Stelle (0, 0) wird zwar: 

^'(0, 0) = fy'ip, 0) = 0, 

und es sind daher dort fx und fy stetig; aber es ist: 

/•;;(o,o) = -i, /•;;(o,o) = i 

und ^s ist daher nicht gestattet, hier die Reihenfolge der 
Differentiationen zu vertauschen. Es werden hier vielmehr die 
zweiten Ableitungen unstetig. 
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Fünftes Kapitel. 
Analytische Anwendungen. 

§ 1. Ausdrücke, welolie unter nnbestinmiter Form erscheinen. 

124. Form — • — Die Differentialrechnung ist nützlich^ 

um den Grenzwert des Quotifenten zweier Punktionen f(x) = ~j-^ 

zu bestimmen an einer Stelle x = Xq, wo Zähler und Nenner 
gleichzeitig verschwinden. Würde man x = Xq in den Aus- 
druck für f(x) einsetzen, so würde er die Form -^ annehmen; 

den wahren Wert von fix^) pflegt man den Grenzwert von 
f(x) an der Stelle x = x^ zu nennen. 

Da man (p(Xq) = und ti^o) =^ ^ vorausgesetzt hat, so 
kann man schreiben: 



i\) ^h(fA ihl'r\ — 







t\>{x) ip{x)—t\>{x^) fp{3S) — ^ix^) 



X Xq 



Besitzen die Funktionen (p und ^ eine Ableitung für 
X = Xq imd ist tX^o) nicht null, so folgt durch Grenzüber- 
gang der gesuchte Grenzwert 

Man kann auch auf die Formel Nr. 45 zurückgreifen: 

f(^\ ^ y(a;) — y(a?o) ^ yX^i) 

in der x^ eine Gröfse zwischen x und x^ bedeutet; dann ist 
vorauszusetzen, dafs in der Umgebung der Stelle a^Q, 9? und ^ 
eine Ableitung besitzen und ^'(^) nicht null ist. Läfst man 
X gegen x^ konvergieren, so konvergiert auch x^ gegen x^ imd 
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wenn das Verhältnis der Ableitungen gegen einen Grenzwert 

konvergiert, so konvergiert auch das Verhältnis ^y~ gegen 
denselben Grenzwert. 

Würde jede der Ableitungen wieder den Grenzwert null 
haben, so könnte man auf das Verhältnis der Ableitungen die- 
selbe Regel anwenden und so auf die zweiten Ableitungen 
kommen, u. s. w. Hat man allgemein fär x = x^: 

<P K) = 0, 9' W = 0, • • • 9<«-«(a:o) = 0, 

^(Xo) = 0, tX^o) = 0, • • ■ *(— ^)(«o) = 0, aber ^«(ar«) + 0, 

so wird: 

Dasselbe Resultat kann man aus dem Taylorsehen Satze 
ableiten. In der That hat man: 

und also bei unseren Annahmen: 

g.(«o + Ä) = ^ 9^>(^o + e*). 



Ebenso wird: 



i,(x, + *) = ^ *<«>(»o + e*). 



Dividiert man daher eine Gleichung durch die andere, so wird: 

-»^(^o + Ä) ^^"^(a^o + eÄ) 
und man erhalt durch Grenzübergang 

lim 5^ = '^''^^^^^ . 

125. Bisher wurde vorausgesetzt, dafs Xq endlich ist; aber 

die vorhergehenden Formeln lassen sich auch auf den Fall 

übertragen, in welchem x unendlich grofs wird. 

11* 
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Wird lim (p{x) = 0, lim ^(a;) = 0, so setze man x = —^ 



dann wird: 






Wird X = (x>^ so wird ss = imd man kann die vorigen Be- 
trachtungen jetzt anwenden und das Verhältnis der Ableitungen 
nach bilden: 

_ '(1)1- '(1-) 

lim -^^rri = lim .^ . ^ = lim — t—t- = lim -77H • 

AlsQ ist auch in diesem Falle der Grenzwert des Verhältnisses 
der Funktionen gleich dem Grenzwert des Verhältnisses der 
Ableitungen. 

Man kann auch bemerken^ dafs wenn lim q)(x) = ist 



«ssOP 



und q>\x) für x = 00 einen endlichen Grenzwert erhält^ dafs 
dieser dann ebenfalls ist. In der That^ wäre lim q)Xx) nicht 
null, so würde von einem bestimmten Werte von x an q>\x) 
ein konstantes Zeichen habe;^ und daher absolut gröfser als 
eine feste Zahl Ä bleiben. Es möge dies von a; = a an der 
Fall sein. Dann schliefst man aus der Formel 

wo Xj^ zwischen x und a enthalten ist, dafs | f{x) \ mit unbe- 
grenzt wachsendem x unbegrenzt wächst und daher unserer 
Annahme entgegen nicht den Grenzwert null haben kann. 

Hieraus ceht hervor, dafs, wenn man a; = 00 in —7-^ 
einsetzt, der Bruch unter der unbestimmten Form ~ er- 

CD (x\ 

scheint wie ^t-t- Trotzdem kann es von einem gewissen 

Nutzen sein, wenn man an Stelle des Grenzwertes von ^^4-t 

<p (x) 
den der anderen Funktion -777-r setzt. 

126. Form — — Es sei f(x) = ^ und es werde 
lim q)(x) = 00 und lim tlf(x) = 00. Wenn nun von einem 

«=300 XssOD 
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bestimmten Werte von x an if'(x) nicht null ist und der 
Quotient ^-77-T für x = co einen bestimmten Grenzwert erhalt, 

so konvergiert ^4-^ nach demselben Grenzwerte. 
In der That, es bestehen die Gleichungen 

y(a;) — y( a?o) ^ 5?^ ^ y(a?) ^^^^ y(a;) — y(a?o) ^ (p\x^) 

tp{x) — tp{x^) '»(a?)' ^ '»(a?o) V'W — t^(aJo) -»/»'(ai) ' 

wo 0^1 zwischen x^ und o; enthalten ist. Man schliefst aus ihnen: 

i^(a?) V^Xa?x) ' -^ y(a?o) ' 

Es sei x> Xq\ dann wird auch a^i > a?Q. Wir können 

daher x^ so grofs wählen, dafs 777-^ sich von seinem Grenz- 

werte um eine beliebig kleine Zahl unterscheidet. Läfst 
man femer x^ fest, x aber unbegrenzt wachsen, so wird 
lim q>{x) = 00 und lim ^(a;) = cx) und daher 

lin, ^=1. 

Man kann also x so grofs wählen, dafs der letzte Bruch sich 
von seinem Grenzwerte 1 um eine beliebig kleine Zahl imter- 
scheidet. Dann unterscheidet sich aber auch der Quotient 

7^ von dem Grenzwerte von .,,{ um eine beliebig kleine 

Zahl und es wird 

1p {x) t\> {x) 

Diese Gleichung bleibt auch dann noch bestehen, wenn 

lim -777-T =00 ist: denn von den beiden Faktoren, in welche 

^ (x) ^ ^ 

^y-^ zerlegt ist, kann dann der erste beliebig grofs gemacht 
werden, während der zweite der 1 beliebig nahe kommt. 

Werden in dem Quotienten ^^7-^ für einen endlichen Wert 
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a der Veränderlichen Zahler und Nenner unendlich grob, so 



setze man a? — « a + — -; dann wird: 



Da jetzt Zähler und Nenner fQr z = oo unendlich grofs 
werden^ so erhalt man jetzt: 

,. 9(a,) ,. fi^ + l) ,. -»'('• +7-) •?- 
liin^7-{ = lim — 7 -r- = lim -. z-r — j- == 

,. '''(«+t) 

= lun— ^^ -^. 

Man erhält also auch hier: 

lim^ = lim^. 

127. Form c» — oo. Man hat die Differenz zweier Funk- 
tionen zu betrachten, die für einen gegebenen Wert von x 

unendlich srofs werden. Bezeichnet man sie mit —rr und — 7-r , 

o (p{x) Iff {x) ' 

so läfst sich ihre Differenz 

_l l_ 

auch schreiben: 

fp{x) — q>{x) 

<p{x)'tp(x) 
Läist man jetzt x gegen den besonderen Wert konvergieren, 
welchen man betrachtet, so konvergieren q>(x) und ilf(x) gegen 

null, der fragliche Ausdruck erhält die Form — imd sein 

Grenzwert bestimmt sich durch Anwendung der vorigen Regeln. 

Form • cx). — Man betrachte das Produkt ^{x)ip(x) und 
nehme an, dafs für einen besonderen Wert von x der erste 
Faktor verschwindet, während der zweite unendlich grofs wird. 
Man kann dann das Produkt in die Form setzen: 






'^Xx) tp{x) 
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Der erste Quotient erhalt die Form — , der zweite die Form — 

' <x> 

und wir kommen auf die früheren Falle zurück. 

Die Formell 0^, 1*, c»^. — Es sei die Funktion 9>(a:)V'(*) 
vorgelegt imd es sei q>(x) > 0. Für einen besonderen Wert 
von X sei: 

q,(x) = 0, if(x) = 
oder 

q>(x) = 1-, if(x) = oo 
oder 

q>(x) = oo, if(x) = 0. 

Indem man den Logarithmus der vorgelegten Funktion bildet^ 
erhalt man: 

log q>(x)^^*^ = tlf(x) log q>{x), 

Läfst man jetzt x gegen den fraglichen Wert konvergieren, 
so ist in jedem der drei Fälle einer der beiden Faktoren des* 
Produktes null, der andere unendlich, man kommt daher auf 
den vorigen FaU zurück. Hat man den Grenzwert des Loga- 
rithmus bestimmt, so ist dieser gleich dem Logarithmus des 
Grenzwertes imd daher erhalt man den Grenzwert der vor- 
gelegten Funktion, indem man von den Logarithmen zu den 
Numeris übergeht. 

128. Beispiele. 1) Den wahren Wert von 

y = "11 ;r für a? = a 



x^—a* 



zu bestimmen. 

Bildet man den Quotienten der Ableitungen, so wird 
(Nr. 120): 



lim y = lim = — a"*—". 



2) y = ^ .für x = 0. 



Man erhalt: 



1 . sin X 1 . cos X ^ 

lim =— : lim — = 1 . 

X 1 



2u beachten ist, dafs dieses Resultat nur eine Verifikation 
ist und kein neuer Beweis; denn hier haben wir die Ableitung 
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Ton sin x benutzt, mn aber zu beweisen, dafs diese gleick 

Bin il* 

cos X ist, mufsten wir uns des Satzes lim = 1 bedienen. 

3) y==^^ fxira; = 0. lim y = J^^^^ni^ • 

"^ ^ (f^ — d'' log c —log d 

4) y = ' + ^. - far x = 0. 
^ ^ X am. X 

lim — ! — , = lim i = Imi ' ; — = 1. 

a; sin o; ßinx-j-x cos x 2 cos x — ^ sin a; 

5) logy-^ (Form 5^)- 

lim V = lim ^ ^ "~ = lim e* lim ^"~^ = e^ lim — = 1. 

c — 6 c — c e 



6) y = }/(a? + «i) (a? + «2) • • • (^ + öt«) — i» für x=oo 

(Form 00 — cx)). 

Setzt man x = — , so hat man: 

y^L ; 



• 



jetzt nimmt y für ;8f = die Form ~ an. Also folgt durch 

Anwendung der für diesen Fall gegebenen Regeln 

«i+a, H f-a^ 

lim y = ; 

es ist also lim y das arithmetische Mittel der a, 

'^) y == ~s — cotg^ X für X = (Form 00 — 00). 

X 

Man kann schreiben: 

1 cos*ic (sin rc + o; cos a;) (sin a? — ojcosa;) 

" x^ sin* X X* «in* x 



(^ , X \ sino; — 
1 + - — cos x) i-^ 



— X cos X 
sino; 



Läfst man x null werden, so wird der Grenzwert des 
ersten Faktors 2. Man braucht also nur noch den zweiten 

Faktor zu betrachten, der die Form — annimmt Wendet 
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man auf ihn die bekannten Regeln an^ so findet man seinen 
Grenzwert gleich — und also wird lim y = — • 

8) y = xer-^' (a>0) far x = <x> (Form <x> • 0). 
Bringt man die Funktion auf die Gestalt y = -^ , so 

kommt man auf die Form — und erhält 

lim V = lim =^ 0. 

ae 

9) Allgemeiner soll der Grenzwert von y = x^(r^^ für 
iT = (X) gefunden werden; a und m sollen positiv sein. Wir 
kommen auf den vorigen Fall, wenn wir setzen x^ = z\ dann 

wird rc = je?*", y ^= ze ^ . Läfst man x gegen Unendlich kon- 
vergieren, so geschieht Gleiches mit z und daher wird 

lim x^er^^ = 0. 
Setzt man in dieser Formel x = log z^ so erhält man 

und, wenn man s = — setzt, so wird: 

lim ^ (log t)"" = 0. 

Man thut gut, diese Resultate sich zu merken. 

10) y = x^ fwc x = (Form (F). 

Lim y = 1. 

.11) y = (l + arc)^ für a; = (Form 1*). 

Lim y = ^. 

12) y = ^ZL?^ far a; = oo (Form — ) • 

Das Verhältnis der Ableitungen von Zähler und Nenner ist: 

1 •— cos X , 2 ^ 

1 + cos a; ^2 

Läfst man x unbegrenzt wachsen, so konvergiert die rechte 
Seite überhaupt gegen keinen Grenzwert. Hieraus darf man 
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aber nicht schliefsen^ dafs au<)h y &Lr x ^^ oo keinen Grenz- 
wert besitzt. In der That^ bringt man die Funktion auf die Form 

X 

y = - 



80 wird lim y = 1. 



ßinaj' 
1 4- 

X 



«SB 00 



§ 2. Funktionen von mehreren Vei^Lnderlicheny 



welche unter der Form -^ erscheinen. 

129. Schwieriger ist die Prüfung der Werte, welche der 
Quotient von zwei Funktionen mehrerer Veränderlichen 

annimmt, wenn a?, y, • • • gegen eine Stelle {Xq, y^y • • •) konver- 
gieren, an welcher Zähler und Nenner verschwinden. 

Setzt man ^ = a?o + A^, y = ^o + *^; * * *; ^^ ^^^ ^ ®^^ 

Funktion von ty welche für ^ = die Form — annimmt; ihr 
Grenzwert wird (Nr. 124): 



limw = lim 



fMy.'')f^ + fy{x,y,'-)k + 



9x>o yo • • 0^ + 9y'(aJo yo • • O^H — ' 

wenn wir voraussetzen, dafs der Nenner nicht verschwindet. 
Dieser Grenzwert hängt von den Werten A,fc,«-- ab, es sei denn, 
dafs die partiellen Ableitungen von f denen von q> proportional 
sind. Daher konvergiert u gegen verschiedene Grenzwerte, je 
nach der Axt, wie a?, y • • • gegen x^^ yo • • • konvei^eren; als 
Funktion der a;, y, ;? • • • hat es also im Allgemeinen an der 
Stelle (Xq, y© • • •) überhaupt keinen Grenzwert. Sind aber die 
partiellen Ableitungen von f denen von q> proportional, so 
bedarf es einer weiteren Prüfung, um über die Existenz des 
Grenzwertes von u zu entscheiden. 

Wenn die Funktion 9, die für x = Xq, y = yo * • • ver- 
schwindet, auch für andere Werte der Veränderlichen in jeder 
Umgebung von (Xq, yo • • •) ebenfalls verschwindet und, wenn f 
für die Werte, welche tp annullieren, nicht verschwindet, so 

ninmit der Quotient — beliebig grofse Werte an und in jed^ 
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Umgebimg von ^o yo " * " ^^^ Wert unendlich. In diesem Falle 
kann daher u keinen endlichen Grenzwert besitzen. 

Die folgenden Kriterien können dazu dienen zu erkennen, 
ob 9 in jeder Umgebung von (xq, y^, • ? •), diese Stelle selbst 
ausgenomjuen, noch null wird oder nicht. Je nachdem der 
erste oder zweite Fall eintritt, konvergiert u gegen einen 
Grenzwert odßar nicht. Hierzu müssen wir einige Bezeich- 
nungen vorausschicken, welche die algebraischen Formen 
betreffen. 

130. Eine Form n^^ Grades nennt man eine ganze 
rationale, homogene Funktion von mehreren Veränderlichen. 
Entwickelt man zum Beispiele 

fi^o + A, »0 + *, • • 

nach dem Taylor sehen Satze, so bilden die einzelnen Glieder 
lauter Formen 0***^, 1**", 2'®°, • • • Grades der Veränderlichen 

Ä, ÄJ, • • • . 

Eine Form heifst defmit, wenn sie nur dann verschwindet, 
sobald ihre sämtlichen Veränderlichen verschwinden. 

Ein Beispiel hierfür ist die Form a?^ + y^ -|- js^. 

Eine Form heüjst indefinit, wenn sie Werte mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen annehmen kann. Eine indefinite Form 
ist z. B. jede Form von ungeradem Grade, die nicht identisch 
verschwindet; denn erteilt man den Veränderlichen zuerst ein 
System von Werten, für welches die Form nicht verschwindet, 
und sodann dieselben Werte aber mit umgekehrtem Vorzeichen, 
so nimmt die Form absolut gleiche, aber mit entgegengesetztem . 
Vorzeichen behaftete Werte an. 

Eine Form ist eine stetige Funktion der Veränderlichen; 
nimmt sie daher Werte von entgegengesetztem Vorzeichen an, 
so verschwindet sie auch för unendlich viele Wertsysteme der 
Veränderlichen (Nr. 100 Satz IV). Eine indefinite Form kann 
daher nicht definit sein oder umgekehrt. Es kann aber eine 
Form weder definit noch indefinit sein; dies geschieht, wenn 
sie fSr Werte der Veränderlichen verschwindet, die nicht alle 
null sind, wenn sie aber trotzdem immer dasselbe Vorzeichen hat. 

Satis L Es sei il;(x, y, • • •) eine definite Form n^^ Qrades 
tmd (o(x, yy ' ' ) irgend eine Form desselben Qrades, alsdann 
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hcU der Quotient -r ein endliches Maximum und ein endliches 
Minimum. 

In der That, ^^ { ist eine homogene Funktion vom 

örade null in a;, y, •••; sein Wert ändert sich daher nicht^ 
wenn alle Veränderlichen mit einer und derselben Gröfse 
multipliziert werden. Durch diese Multiplikation kann man 
aber erreichen, dafs die Veränderlichen der Gleichung genügen: 

m = x^ + y^ -] 1 = 0. 

Denn würden die Veränderlichen diese Gleichung nicht er- 
füllen, so brauchte man nur alle mit der endlichen Gröfse 

zu multiplizieren. Also sind die Werte, welche 

yi*+y* + • • • 

— annimmt, wenn man den Veränderlichen alle möglichen 

Werte erteilt, dieselben als die Werte, welche ~ annimmt, 

wenn man den Veränderlichen nur alle Werte des Variabilitäts- 
bereiches ö = erteilt. Dieser Bereich ist begrenzt, denn 
jede Veränderliche ist zwischen — 1 und + 1 enthalten; es 
gehört aber auch jeder Grenzpunkt des Bereiches dem Be- 
reiche selbst an; denn genügt der Gleichung m = ein Wert- 
system, welches ^, y, • • • beliebig nahe kommt, so genügt ihr 
wegen der Stetigkeit von W auch das Wertsystem (^, y, • • •) 
selbst. Dem Bereiche gehört aber der Punkt (0, 0, • • •) nicht 
an, für welchen allein ^ verschwindet. Daher sind in dem 
ganzen Bereiche die Funktionen o und ^ stetig und tf; nie 

nuU. Mithin ist auch ihr Quotient — in dem Bereiche stetig. 

Nach Nr. 100 Satz VI existieren also das Maximum und das 



Q) 



Minimum der Werte von — und beide sind endlich. 

Satz IL Ist il}{x, y, ' ' ') eine definite Form w*^ Grades 
und ist (o{Xjyj • • •) eine Funktion, die sich als ^anze homogene 
Funktion n^"^ Grades von x,y,' - • darstellen läfst, deren Koeffi- 
zienten noch von a?, y, • • • ahhängen und mit diesen Veränder- 
lichen gegen null konvergieren, so hat auch — cm der SteUe 
(0, 0, • • • 0) den Grenzwert null. 
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In der That, o ist eine Summe von Gliedern der Form 
Cafy^ • • • , wo a + /J + • • • = w ist und G eine Funktion 

von äJ, y, • • • ist, deren Grenzwert null ist. Daher ist — eine 
Summe von mehreren Gliedern der Form: 



C 



x-yß 



v>{^,y, •••) 



Der erste Faktor dieses Produktes hat den Grenzwert 0, der 
zweite ist zwischen endlichen Grenzen enthalten; denn er ist 
das Verhältnis einer Form n^^ Grades zu einer definiten Form 
desselben Grades. Also hat dieses Glied den Grenzwert null 

und es wird also auch lim — = 0. 

Satz IIL Ist in der Taylorschen Beihe für die Funk- 
tionen von mehreren Veräfiderlichen das Glied, welches die Zur 
tvüchse der Veränderlichen homogen im n*^ Grade enthält und 
das hwrz das w*® Glied heifsen möge, eine definite Form^ so 
erhält der Quotient des Bestes vom n -|- 1*®" Gliede am zu dem 
obigen Gliede den Grenzwert null hei verschtvindenden Zuwüchsen 
der Veränderlichen; das Verhältnis des Bestes aber vom n^^ GUede 
an zu dem w*®** Gliede hal den Grenzwert Eins, 

In der That, behalten wir die Bezeichnungen der Seite 147 
bei und nennen JB„ und JBn+i die Reste vom n^^ und n+ l'*"" 
Gliede an, so wird: 

F{\) = F(o) + . . . + ^^^ i^-c-DCO) + i j'(-)(e), 

F{\) = i<'(0) + . . . + ij FWCO) + JS»+i . 
Man erhalt daher: 

oder: 

nl 

Der Zähler des Bruches auf der rechten Seite ist ein homogenes 
Polynom n^^ Grades der Zuwüchse der Veränderlichen, dessen 
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Koeffizienten noch Yon diesen Zuwüchsen abhängen und die 
Qestalt haben 

Ihr Grenzwert bei verschwindenden h,h,- • • ist null und daher 
wird nach dem yori^n Satze 

-iF(«)(0) -^^"'(0) 

Aus 

jp(«)(0) 

schliefst man femer: 

lim^) = l 
oder: 

lim = 1 . 

Sa^j? JF. Die JP^dfe^iow f(Xy y, • • •) verschwinde cm der 
Stelle (a?o, yo, • • •) wnd man entwickele f an dieser Stelle nach 
d&r Tayhrscheift Formel, Ist nun das erste Glied, das nicht 
identisch verschwindet, eine indefinite Form der Zvmichse der 
Veränderlichen, so nimmt die Funktion in jeder ümgebu/ng von 
(^07 Vo) ' ' W^^ 'oon entgegengesetztem Vorzeichen und den 
NuUwert an. 

In der That, nimmt man an, dafs die Funktion und ihre 
Ableitungen von niederer als n*^^ Ordnung null sind, so giebt 
die Taylorsche Formel: 

m = fi'^o + th, y, -\.t1c,...) = F(t) = ^ J'W (eO- 

Da aber F^^\0) eine indefinite Form von h^k^ - * - ist, so 
kann man h, k^- - - Werte erteilen, för welche jF('*)(0) positiv 
ist, und solche, für die es negativ ist. Nimmt inan in der 
obigen Formel ^ > an und läfst dann t gegen null konver- 
gieren, so konvergiert F^^\Qt) gegen F^'^\0)^ also gegen einen 
Grenzwert, der je nach der Wahl der h^k, • - - positiv oder 
negativ ist. Daher ist auch F(t) nach unserem Belieben 
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positiv oder negativ; da es aber auch stetig ist, so wird es 
auch unendlich oft null. 

Sat0 F. Die Funktion f{x, y, - - •) sei cm der SteUe 
(^o; i^o; • * •) ^"^^ ^^^ *^ ^ Taylorschen Enttmckelung von f an 
dieser Stelle sei das erste Glied, welches nicht identisch nuU ist, 
eine definite Form der Zuwüchse der Veränderlichen. Da/nn ist 
in einer hinreichend kleinen Umgebung von (xq, y^? ' * 0; ^^ Stdle 
(p^oftfo}' ' ') ^^^ a/usgenommen, die Funktion nicht nuU und von 
konstantem Zeichen, 

In der That, sind alle Ableitungen von niederer als n^' 
Ordnung null, so reduziert sich die Tajlorsche Entwickelung 

fftr f{xQ + Ä, 9o H" *; • • *^f ^®^ ^s* -ß» allein. Da dieser 
aber eine definite Form ist und daher nach Satz III das Ver- 
hältnis von JBn zum n^^ Gliede den Grenzwert 1 hat, so folgt, 
dafs auch .das Verhältnis von fix^ + ä, ^o + ^; * * ) ^^^"^ 
^ten (Jiiede den Grenzwert 1 hat; das heifst, f{xQ + A, ^o + ^; ' * 
hat für hinreichend kleine h^k,-- dasselbe Zeichen wie das' 
w*« Glied. 

• Satz VL Man setze: 

/*(^; y, • • •) = /o + AH (- fp^ ^P-^-ij 

9(^; y; • • = 9^0 + 9i H h 9>2 + pj+i; 

dabei sollen fi und q>j homogene Funktionen von x — x^, y — yo> * ' • 
sein, deren Grad durch ihren Index wngeg^t^em wird und die 
Awrch Armendung der Taylorschen Formel entstehen. Es seien 
n%m fm und ^n die ersten Glieder in der Enhoickehmg von f 
und % wdche nicht identisch verschwinden und fpn sei eine defi- 
nite Form der Zuwüchse der Veränderlichen. Setzt man jetzt 

u=-^ und läfst a;, y, • • • gegen x^y yo? * * * konvergieren, so wvrd: 

Wenn 1) w > w, lim w = 0. 

Ist dagegen 2) m = n, so schwankt u zwischen endlichen 
Grenzen und konvergiert nur dann gegen einen Grenzwert i, 
wenn fwr beliebige Zuwüchse der Veränderlichen 

fn = Ltpn 

ist. 

Ist 3) w < w, so konvergiert u gegen keinen endlichen 
Grenzwert, 
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In der That, ist m > w, so kann man schreiben : 



n 



n ' » 



Läfst man die Zuwüchse der Veränderlichen gegen null 

n • 



9n ^- 



konverfifieren, so wird nach Satz III lim — = 1; — ist ein 

Quotient, dessen Nenner qp« eine definite Form w**" Grades 
und dessen Zähler r« eine homogene Funktion w*®° Grades 
der Zuwüchse der Veränderlichen ist und deren Koeffizienten 

bei verschwindenden Zuwüchsen der Veränderlichen den Grenz- 

r 
wert null erhalten, also ist lim — = und mithin auch 

lim w = 0. 

Ist m = fiy so wird: 

U= -^ = 

Bei verschwindenden Zuwüchsen der Veränderlichen wird 

lim — = 1 und lim -^^ = 0: 

denn rn+i ist eine homogene 'Funktion w + 1*®^ Grades der 

Zuwüchse, deren Koeffizienten von diesen noch abhängen und 

endlich sind. Es läfst sich also als eine homogene Funktion 

^ten (Jrades auffassen, deren Koeffizienten noch homogene 

Funktionen ersten Grades sind, deren Grenzwert null ist. 

f 
Schliefslich schwankt -^ zwischen endlichen Grenzen, dem 

fn 

Maximum M und dem Minimum m von — (Satz I). Daher 

schwankt auch u zwischen endlichen Grenzen, die M und m 
beliebig nahe kommen; es konvergiert also überhaupt gegen 
keinen Grenzwert, es sei denn, dafs M =^ m wird. In diesem 
Falle sei L der gemeinsame Wert von M und m, dann wird 

identisch -^ = L oder f„== Ltpn und lim u = L. 
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Ist endlieh m <n, bo setse man: 
F(t)=f{x^+th,y^+tk,'-) und *(0=<p(^(.+^Ä,yo+^*,-); 
dann wird: 

An 

F(t) ^ ml -^ *" (^Q ^ i ^i F(^l(ßt) 

Lä&t man ^ null werden ^ 80 konvergiert der letzte Faktor 

geiren den endlichen Grenzwert — , , , der nicht null ist, 

sobald hyk,-'- niehi so gewählt sind, dafs der Zähler ver- 
schwindet. Also konvergiert ^^ gegen <x> xmd erkalt mithin 
keinen endüiehen Ghrenzwert. 

§ 3. Mayjma imd Minima der Funktionen einer 

VeiHtoderlkdien. 

131. Wir sagen^ dafs die in einer Umgebung von of^ ge* 
gebene Funktion f(xy an der Stelle x :*= cPq ein Maammm 
wird, wenn man ein Intervall (Xq — hy Xq-^ k) bestimmen 
kann, sodaT» fftr jedes of in ihm 

wird. Wir sagen, dafs f(x) an der Stelle x =^ x^ ein Minimum 
wird, wenn für jedes x in dem Intervalle (x^ — ä^ i«o + ^) 

wird. 

Die so definierten Maxima und Minima hängen von der 
Aufeinanderfolge der Funktionswerte ab, wir nennen sie auch 

Eine Funktion kann mehrere derartige Maxima und Minima 
beaitaen, die an^h von einander verschieden sein können, sie 
kann Minima haben, die grofser als Maxima sind. Sie sind 
zn unterseheid«! von dem Maximum oä&f Minimum, das eine 
Funktion in einem gegebenen Intervalle (a, h) annimmt, und 
die in Nr. 21 definiert wurden. Diese nennen wir relative 
Maxima und Minima oder auch die größfien oder Meinsim 
Funktionswerte; sie hängen von dem System der Werte ab, 

Oenooohi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnimg. 12 



178 Fünftes Kapitel. 

welche die Funktion annimmt^ und nicht von der Ordnung, in 
welcher diese Werte aufeinanderfolgen. 

Besitzt die Funktion f{x) für x^=^ x^ eine positive Ab- 
leitung f{x^j so wächst die Funktion an dieser Stelle (Nr. 43), 
und ihre Werte sind beziehungsweise kleiner oder gröfser als 
die von f{x^j je nachdem x kleiner oder gröfser als x^ ist; 
dabei ist vorausgesetzt, dafs x hinreichend nahe an Xq liegt. 
In diesem Falle hat die Fimktion f{cc) daher filr x = Xq 
weder ein Maximum noch ein Minimum. Dasselbe ereignet 
sich, wenn f{x^ negativ ist; hieraus folgt: 

Besitzt die Funktion f(x) für x = Xq eine endliche und 
von nuU verschiedene Ableitung, so ist an dieser Stelle die 
FunkUon weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Schliefst man daher aus den Werten x diejenigen aus, 
welchen eine (bestimmte, endliche) von null verschiedene Ab- 
leitung entspricht, so* bleiben diejenigen Stellen übrig, an denen 
die Funktion entweder keine (bezw. eine endliche oder unend- 
liche, oder eine unendlich grofse), oder eine verschwindende 
Ableitung besitzt. Diese Stellen mufs man nun weiter unter- 
suchen, um sich über die Existenz oder Nichtexistenz eines 
Extremwertes zu vergewissem. Wir werden keine Regeln für 
die Fälle geben, in denen keine endliche Ableitung existiert. 
Nehmen wir an, dafs die Ableitung null ist, so kann man sich 
der folgenden Kriterien bedienen. 

Besitzt f(x) die Ableitung f(x) in dem Intervalle 
(Xq — Ä;, iC0 + A), so gilt die Gleichung 

A^) — fM = (x — Xo)f(x;), 

wo Xi zwischen Xq und x enthalten ist. 

Wird f(x) an der Stelle x = Xq in der Weise null, dafs 
es positiv ist für x <.Xq und negativ für x > Xq^ so ist 
(x — x^fipc^j wie man auch x=^Xf^ annehmen möge, immer 
negativ und daher f{x) < fix^. Die Funktion wird also in 
diesem Falle ein Maximum für x = Xq. Ist aber umgekehrt 
f(x) negativ für x <Xq und positiv für a; > Xq^ so ist das 
Produkt (x — Xq) f{x^ immer positiv und die Funktion wird 
daher ein Minimum für x = x^. Behält aber f{x) in der 
Umgebung von x== Xq ein konstantes Zeichen, so ändert 
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{x — x^ fip^i) sein Zeichen^ je nachdem x> Xq oder x <.x 
ist und die Funktion hat weder ein Maximum noch ein Mini- 
mum. Wir sehen also: 

Die Funktion f{x) hat an der Stelle x = Xq ein Maximum 
oder ein Minimum , je nachdem ihre Ableitung in der Weise für 
X = Xq verschtmndet, dafs sie vom Positiven mm NegaMven oder 
in der Weise, dafs sie vom NegaMven mm Positiven geht. Sie 
hat weder ein Maooimum noch ein Minimum, wenn die Ableitung 
ihr Zeichen nicht ändert. 

Anstatt das Vorzeichen der Ableitung in der Umgebung 
Yon ^0 zu betrachten, kann man das Vorzeichen der zweiten 
Ableitung für x = Xq betrachten und es gilt die Regel: 

Die Funktion f{x) hat an der Stelle x = Xq, für die 
fX^o) = ^ ^^f ^^ Maximum oder ein Minimum, je nachdem 
r\x^ negativ oder positiv ist. 

In der That, ist /^'(^o) < ^} ^^ nimmt f{x) ab und, da es 
&üt X = Xq null wird, so geht es vom Positiven zum Nega- 
tiven; das Umgekehrte ist der Fall, wenn fXx^) > ist. 

Diese Regel läfst uns im Stich, wenn /^'(^o) = ^ ^s*- 
Nimmt man allgemein an, dafs: 

n^o) = 0, fix,) = 0, • • . f^'-^ix,) = 0, /x«)(a;,) 4= 

ist, so giebt die Taylorsche Formel: 

WO x^ zwischen Xq und x enthalten ist. Nimmt man zur 
Vereinfachung der Schlufsweise an, dafs f^^\x) stetig ist, so 
behält es in der Umgebung von Xq ein konstantes Zeichen. 
Ist n ungerade, so ändert der Faktor (x — XqY sein Zeichen, 
je nachdem x> Xq oder x < Xq ist. Also ändert auch 
f(x) — fi^o) sein Zeichen und f{xQ) ist weder ein Maximum 
noch ein Minimum. Ist n gerade, so ist der Faktor (x — XqY 
positiv und f(x) — f(x^ hat konstant das Zeichen von f^^\x^. 
Daher ist f(x^ ein Maximum oder Minimum, je nachdem f^^^{x^ 
negativ oder positiv ist. Also gilt: 

Wenn für x = Xq die erste und einige der folgenden Ab- 
leitungen verschwinden, so ist f{x^ ein Extremwert oder nicht, 
je nachdem die erste nicht verschwindende Ableitung von gerader 

12* 
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oder wn/gerader Ordmmg i^. Ist jems der tM, so ist der 
Extremwert ein McoMmmi oder ein Mirnnrnm, je nachdem die 
fragliche Ableitung negativ oder positiv isi. 

132. Ist die Funktion f(x) stetig in dem endlichen Inter- 
Talle (üy h), so existieren der gröfste und kleinste Wert der 
Funktion in dem firagliehen Interralle. Der eine sowohl als 
der andere kann einem Endpunkte des Intervalles (a, b) eni- 
spreehen oder einem Punkte in seinem Inneren. In letzterem 
Falle sind die relativen Maxima und Minima der Funktion 
auek absolute. Daher entsprechen die gröfsten und kleinsten 
Werte entweder den Enden des Intervalles oder denjenigen 
Werten von x^ welche die Funktion zu einem absoluten Maxi- 
mum oder Minimum machen. Wenn das Intervall^ in welchem 
X variiert, unendlich grofs ist [(a, oo) oder ( — oo, b) oder 
( — oo, -|- oo)], so braucht die Fonkticm weder ein Maximum 
noch ein Minimum zu besitzen, sie kann ebenso eine obere 
und eine untere Grenze besitzen oder nichts 

Beispiele. — 1) Eine Zahl in zwei Summanden zu zer- 
legen, sodafs ihr Produkt ein Maximimi wird. 

Es sei a die gegebene Zahl, x und a — x die. beiden 
Summanden und y = x(a — x) ihr Produkt; betrachten wir x 
als Veränderliche, so wird 

y' = a — 2x 

null für x = Y' Femer wird y"= — 2, also hat die Funk- 
tion ein absolutes Mejdmum für x = —\ d. h., wenn die 

beiden Teile einander gleich werden und es wird y = — - 
Dies ist der gröfste Wert, den y annimmt; denn die Ablei- 
tung y ist positiv för x<i— und negativ für a;>rr-; die 

Funktion nimmt also zu in dem Intervalle ( — oo, -^) und 

sie nimmt ab im Intervalle f-^, + ooj- 

Die Funktion besitzt weder * eine obei:e noch eine untere 
Grenze. 

■2) y^x^, x>0. 

Durch Differentiation erhält man: 



Analytisciie An-wendnngeii. X.gl 

Der erste Faktor wird nie null und ist immer positir; der 
zweite wird null, wenn log a: = — 1 oder x == er-^ = — ist, 

er geht dabei vom. Negativen ffur a; < — ) zum Positiven 

ix > — j über. Also hat die Punktion ein absolutes Minimum 

für a? = y = 0,36788 • • • und dieses ist y = 0,676411 • • • . 

Dies ist zugleich der kleinste Wert, den die Fimktion im 
Intervalle (0, <x>) annimmt. Die Funktion hat weder ein 
Maximum noch eine obere Grenze. 
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3) y = oo\ y'=Y^ '• 

Die Ableitung ist für keinen Wert von x null, aber ist 
unendlich für x = 0, Für diesen Wert wird y = 0; sie wird 
dort thatsächlich ein Minimum, sowohl ein absolutes, als ein 
relatives in Bezug auf das Intervall ( — c», -(- oo)* denn giebt 
man x irgend einen anderen Wert, so ist die Funktion immer 
gröfser als null. Die Funktion hat weder ein Maximum noch 
eine obere Grenze. 

§ 4. Maxüna und Miniina der Funktionen von mehreren 

Veränderliohen. 

133. Man sagt, dafs u = f(Xy y., ^, • • •) an der Stelle 
(^0? yo? ^o> * * •) ^^^ Maximum oder Minimum wird, wenn für 
einen hinlänglich kleinen Bereich um {x^^ y©, z^y • • •) immer 

bezw. 

wird. 

Man betrachte die Funktion von x allein 

fi^yyo.^or--)- 

Wird u ein Maximum oder Minimum für x ^== Xq, y = J^o? " '^ 
so wird f(Xj y^j, j^q, •• •) ein solches für x^= x^. Also ist die 
Ableitung fJ{xQ, y^, z^, • • •), wenn sie überhaupt einen be- 
stimmten endlichen Wert hat^ null. In ähnlicher Weise kann 
man für die anderen Veränderlichen schliefsen; daraus folgt: 



182 Fünftes Kapitel. 

Wenn u = f(Xy y,iSf'- •) an der Stelle (xq, y^, Zq, - - -) ein 
Maximum oder Minimum hat, so sind an dieser Stelle die ersten 
partiellen Ableitungen von u, falls sie überhaupt bestimmte end- 
liche Werte haben, gleich null, 

134. Man setze: 

^ = ^0 + *^? y = yo + *^? = iSQ + lt,''' 
und 

F(t) = fix, y,z,-- •)• 

Wird u ein Maximum oder Minimum an der Stelle {Xq, y^, Zq, ;••), 
so gilt Gleiches für F{t) an der Stelle t = 0. 

Sind jetzt die ersten Ableitungen von f(Xy y^Zy- - •) stetig, 
so hat F{t) eine endliche Ableitung: 

F{t) = fJix, y,z, ■■■)%-{- Uix, y,e,---)^-h f.'i^, y,z,---)l -{-■■■ 

und daher muTs sein: 

welches auch die Werte von h^Tc,- * - sein mögen. Hierzu ist 
notwendig, dafs: 

fx{^oy yo; •••)== 0, fy\x^, y^, . . .) = 0, . . . 

ist, wie bereits gefunden wurde. 

Ninmit man jetzt an, dafs auch die zweiten Ableitungea 
von f stetig sind, so wird: 

F"{t) = U'^ix, y, ■ ■ ■)h' + f;yix, 3,, ...)*« + •• • 

+ 2/";;(a;,y,---)MH • 

Wird nun u ein Maximum oder ein Minimum fOr die betrachtete 

Stelle, so gilt das Gleiche von F(t) für < == 0, daher muTs für 

das Maximum 

F"(0) £ 

sein und fQr das Minimum 

F'XO) ^ 0, 

welches auch die Werte von ä, Je - - - sein mögen. Wir er- 
kennen: 

Damit die lunktion u a/n der Stelle (xq, y^, • • •), für welche 
die ersten Ableitungen verschwinden und die zweiten stetig svndy 
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ein Maximum oder ein Minimum werden hmn, ist notwendig, 
dafs die quadratische Form von h,Tcy' - • 

Tceine positiven hezw. negativen Werte annimmt, welches auch die 
Veränderlichen h,k, • - - sein mögen, 

135. Wenn für x ^= Xq, y = J/o» * * * ^^ Ableitungen von 
niederer als n*®' Ordnung der Furüction u = f{Xy y,z,' - •) ver- 
schwinden wnd wenn in der Taylorschen Entwicketung für 
fipQ + Ä, J/o + *; * * *) ^^ Glied, welches eine homogene Funk- 
tion w*®° Grades der h,Jc, - - - ist, eine indefinite Form ist, so hat 
u an der Stelle (Xq, y^, • • •) weder ein Maodmum noch ein Mini- 
mum, Ist hingegen jenes Glied eine positive definite Form, so 
ist w] ein Minimum, ist es] eine] negative definite Form, so ist 
es ein Maximum. 

In der That, wendet man die Sätze IV und V der Nr. 130 
auf die Funktion 

an^ so nimmt diese^ falls das betrachtete Glied eine indefinite 
Form ist, in jeder Umgebung von (Xq, y^, • • •) sowohl positive 
als negative Werte an und daher nimmt f{x^ V)' ' ') sowohl 
Werte an, die gröfser sind als f{x^j yo, • • •); ^^ ^^^^ solche, 
die kleiner sind als f(xQ, ^o? ' ')? ^ ^^^^ ^^^ dann weder ein 
Maximum noch ein Minimum. Ist dagegen das fragliche Glied 
eine positive definite Form, so wird in einer bestimmten Um- 
gebung von {x^^ Vor")} ^ > oder: 

es wird also dann u ein Minimum für x = Xq, y = yo, • • •. 
In ahnlicher Weise würde man schliefsen, wenn das fragliche 
GHed eine negative definite iForm wäre. 

136. Wir geben jetzt ein Kriterium um zu entscheiden, 
ob eine gegebene quadratische Form ^(ä, A;, ?, • • •) eine positive, 
definite quadratische Form ist; das heifst, ob ^, welches auch 
die Werte A, i, iJ, • • • sein mögen, nur positive Werte annimmt, 
die von null verschieden sind, wenn nicht gleichzeitig alle 
Ä,Ä, Z, • • null sind. 
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fi&Qgt ^ mir von der eisiea Veränd^lichen A ab^ 4iO wüd 

^ = J.%^ und dies ist positiv und nur mit k null, Bobald J.>0. 

Hängt f Yon zwei YeräDdedichen h und A; ab^ so wird: 

ist dies eine deficite positive Form, so wird ftr Ä »* 0, ä «4= 0, 
t = Äh^. Da dies positiv sein mtrfs, so folgt: 

Man bia&n ^ atif die Form bringen: 

Vertagt man über h und fc so, dafe Äh -f jBä ««= wird, so 
nimmt ^ den positiven von null verschiedenen Wert 

an. Bs ist also auch 

ÄC — B'>0. 

Die Bedingungen J. > und AC — jB^ > sind nicht nur 
notwendig, damit ^ eine de'finite positive quadratische Form 
wird, sie sind auch hinreichend. In der Hiat, ist i =j= 0, 
so wird: 

{äC-B^)1(^>0 und (Ah + Sky^O 

vmA daher wird auch die Summe beider Ausdrädie und mit 
tkr ^ positiv; ist aber.Ä««=0, so ist A«f*0 und dann wird 
tff = Ah^ ebenfalls positiv. 

Hängt ^ allgemein von mehreren Veränderlichen hykylj^- 
ab, so kann man schreiben: 

^ = ^fe2 + 2Bh + <7, 

« 

indem man unter A eine Konstante, unter B eine Form ersten 
ürades von Ä, i, • • • und unter C eine quadratische Form 
derselben Zahlen vwsteht. Sind alle fc, ?, • • • null, aber 
ft=^0, so werden B und t7 null und es folgt ^ ^== iifc*. 
Also muTs 

sein. 



Analytische AiiwencUlngen. Ig5 

Die Form J&fst akh jetet adbreiben: 

tmd es wird ÄC — B^ eine quadratische Form von ä, Z, • • • . 
Erteilt man den Veränderllclien Werte, die nicht sämtlich null 
sind, und bestimmt h aus Äh -(- JB = 0, so wird 

positiv und von null verschieden. Also mxSs iler Ausdruck 
AG — B^ positiv und von null verschieden sein. Seiat man 
daher fj^Qc^l^ -•-)== ÄC — B^, so wird ^^ ^^ qtiadraiäscJie 
Form von ifc, Z, • • • ^ die immer positiv und von null verschieden 
ist, aufser wenn alle Veränderlichen null sind. 

AIbo sind die notwiendigen Bedingungen, damit ^ eine 
definite positive Form ist: 1) Ä>0, 2) ÄC — B* eine positive 
definite Form der Veränderlichen ä, Z, • • • . 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichend; denn 
erteilt man h einen willkürlichen Wert und ky l, - - - willkür- 
liche Werte, die nicht alle null sind, so ist von den zwei 
Summanden, in welche ^ zerlegt ist, der erste positiv oder 
null und der zweite positiv; also wird ^ > 0. Erteilt man 
andererseits den Ä, ?, • • • sämtlich den Wert null, so wird 
Ä =J= und ^ = Äh^ positiv. 

In dieser Weise ist die Entscheidung der Frage, ob eine 
quadratische Form definit und positiv ist, atif die Entscheidung 
derselben Frage bei einer anderen quadratisi^en Form zurück- 
geführt, die eine Veränderliche weniger enthält. Fährt man 
so fort, so kommt man auf die bereits untersuchten Falle mit 
einer oder zwei Veiwiderlichen. 

Man untersucht, ob eine quadratische Form definit und 
negativ ist, indem man untersucht, ob — ^ definit und 
positiv ist. 

§ 5. Beispiele. 

137. Eßlufig fragt man nach dem relativen Maximum 
oder Minimum einer Funktion, d. h. nach dem gröfsten oder 
kleinsten Werte, den aie annimmt, wenn die Veränderlichen in 



186 Fünftes Kapitel. 

einem gegebenen endlichen oder unendlichen Bereiche yariieren. 
Entspricht dies einem Wertsysteme innerhalb des gegebenen 
Bereiches, so wird fiir dieses auch in dem früher definierten 
Sinne die Funktion ein Maximum oder ein Minimum, also ein 
absolutes Maximum oder Minimum. 

Wir wollen z. B. eine positive Zahl in p positive Sum- 
manden zerlegen, sodafs das Produkt aus der a*«»» Potenz des 
ersten, der ^^ des zweiten, u. s. w. schlieCslich der ft*®"* Potenz 
des letzten Summanden ein Maximum wird. Dabei sollen 
a, /3, • • • ft positive Zahlen sein. 

Nennt man a;, y, • • • w, a — x — y — • • u die frag- 
lichen Summanden und setzt 

XJ = oo^yt^zY ' - - u^(a — X — y — • m)^, 

so handelt es sich darum, U oder, was dasselbe sagt, seinen 
natürlichen Logarithmus zu einem Maximum zu machen. Setzt 
man daher die partiellen Ableitungen von log U gleich null, 
so erhalt man 

dlogU ^^ cc^ fi ^^ Q 

dx X a — X — y u ' 

d\ogu ^ ß P_ Q 

dy y a — x — y — u ' 



du u a — X — y — u 

Diese Gleichungen lassen sich schreiben: 

X y u a — X — y u a 

— — -j —j - - a + ß-\ 1-^ + ^ ' 

dabei ergiebt sich das letzte Glied durch Addition der vorher- 
gehenden Proportionen. Nennt man daher Xq, yo; * * * % ^^ 
Werte der Veränderlichen, welche diesen Gleichungen genügen, 

so erhalt man 

_ a _ ß 

X 



^0 — -'a + p + ... + X + ^ 

und 



a— Xq — yo Wo = a 



«-)-?-)-• •• + ^ + ^ 
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Der zugehörige Wert von U wird: 

^ (a + PH \-^ + fA)"+^+-+'* 

Um zu erkennen, dafs U^ der gröfste der Werte U ist, 
könnte man zeigen, dafs U thatsächlich ein Maximum fiir das 
soeben berechnete Wertsystem der Veränderlichen x^^j tfoy'" wird, 
dafs diese Stelle iminneren des betrachteten Variabilitätsbereiches 
liegt und dafs filr sie die Ableitungen von log U verschwinden 
müssen. Da aber diese Ableitungen nur für die vorstehend 
gefundenen Werte verschwinden, so sind diese die Werte, 
welche U zu einem Maximum machen. 

Man kann auch auf die Taylorsche Formel zurückgehen; 
ist Xyyy' ' •u ein anderes System von positiven Werten der 
Veränderlichen, für welches auch a — x — y — .••— ^w positiv 
ist, so sind auch die Werte 

«0 + K^ — ^o)> yo + Hy — yo)y • • • u^ + tiu — wo), 

wo < ^ < 1 ist, von derselben Beschaffenheit. Also sind die 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von log U 
stetig für alle diese Wertsysteme x^y^ - - - u und man erhalt, 
wenn man beachtet, dafs die ersten Ableitungen an der Stelle 
^0? yo; • * • verschwinden: 

logf7=logD-„-l[^(^ + &ä^ + ... + i(!l=^ 

' {a — ^i—yi ^i)' J 

Dabei sind a^i, ^i, • • • «*i Werte der Veränderlichen von der 
Form: 

XQ + e{x—XQ)y yo + ö(y— yo)^ ••• % + e(w— Wo), 0<e<l. 

Der Ausdruck in der Klammer ist positiv und von null ver- 
schieden, da vorausgesetzt ist, dafs das Wertsystem ät, y, •••« 
mit dem System Xq, yo,- - - Uq nicht zusammenfällt. Also wird: 

log Cr< log Do 
U<Uo 

und es ist Uq thatsächlich der gröfste Wert, den 77 an- 
nehmen kann. 
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Man beachte^ dafs U einen kleinsten Wert nämlich null 
annimmt, wenn einer der Summanden verschwindet, in die a 
zerlegt ist. Würde man diesen Summanden auch negative 
Werte geben, so könnte es sich ereignen, dals U^ nicht mehr 
4er grölste der Werte von TJ- wäre. 

138. Wir fragen nach den Maximis und Minimis der 

Funktion 

u = F{x, jf , z), 

wenn die Veränderlichen durch die Gleichimg: 

fix, y, 0) = 

mit einander verbunden sind. 

Berechnet man aus der letzten Grleichung e ab Funktion von 
X und y und setzt diesen Wert in die erste Gleichung ein, so 
wird u eine Fimktion der Veränderlichen x imd y und die 
Werte x^ y, welche u zu einem Maximum oder Minimum 
machen, annullieren das totale Differential du für alle Werte 
dx und dy. Man hat nun: . 

, dF ^ . dF j , dF . 

dH^^dx+^dy+^^dB, 

wobei dz das Differential von z bedeutet, das durch die Gleichung 

dx * dy . ^ dz 
definiert ist. 

Addiert man zu der Gleichung du = die zuletzt hin- 
geschriebene, nachdem man sie mit der unbestimmten Zahl 
— k multipliziert hat, so erhält man: 

Verfügt man nun in dieser Gleichung über X der Art, dais 
der Koeffizient von dz verschwindet, so müssen dem Maximum 
oder Minimum entsprechend auch die Koeffizienten von dx 
und dy null sein und man erhält die Gleichungen 

' dF .df_r. dF_ dl_^ ^Z_iK — f\ 
di~^di~-' dy ^dy~^' dz ^dz~^' 

Diese sind symmetrisch in Bezug auf aUe Veränderliche und 
werden erhalten, wenn man die drei partiellen Ableitungen von 

F—kf 
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bildet^ indem man A als konstant ansieht^ mid diese Ausdrücke 
dann null setzt. 

Die drei Gleichungen bestimmen im Verein mit den beiden 
/"= und w = J?' die Unbekannten iL, a:, y, xr, w, welche den 
Werten u entsprechen ^ für die ein Maximum oder Minimum 
eintreten kann. 

In ähnlicher Weise könnte man bei einer beliebigen An- 
zahl von Veränderlichen und Bedingungsgleichungen /* = 
sehliefsen. 

§ 6. VertauBChiing der unabhängigen Veränderlichen. 

139. Es sei ein System von Veränderlichen gegeben^ die 
durch passende Relationen mit einander verbunden sind. Be- 
trachtet man eine Beihe von diesen Veränderlichen als unab- 
hängig^ so werden die übrig bleibenden Punktionen von ihnen; 
wir werden die gewöhnlichen oder partieUen Ableitungen der 
verschiedenen Ordnungen von diesen in Bezug auf jene be- 
trachten. Nimmt man eine andere Reihe von unabhängigen 
Veränderlichen, so betrachtet man in ähnlicher Weise die 
Ableitungen der übrigen Veränderlichen. Die Aufgabe der 
Vertauschung der unabhängigen Veränderlichen besteht darin, 
die Relationen zu finden, welche die unter der zweiten An- 
nahme gebildeten Ableitungen in die unter der ersten An- 
nahme gebildeten überführen. 

Der einfachste Fall ist der, wo y = /'(ic) und x = q>(t) 
ist. Dann wird y eine Funktion von t und die Ableitungen 
f(iß)y f\x)y f'\x)y ' • • von y als Funktion von x betrachtet 
lassen sich durch die Ableitungen von y als Funktion von t 
und von x als Funktion von t ausdrücken, wie wir jetzt sehen 
werden. 

Die Differentiationsregel für zusammengesetzte Funktionen 
liefert 



also wird 



dt 
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Dies können wir einfacher sclireiben: 

^ ^ dx dx^ 

indem wir auf der linken Seite ^ als Ableitung von y nach 

x^ also als f(x) auffassen, das Glied ^ auf der rechten Seite 

aber als Quotienten der Differentiale von y und x als Funk- 
tionen von t deuten. 

Differentiieren wir beide Seiten der vorstehenden Gleichung 
nach t und dividieren durch dx^ so erhalten wir: 

rgjv d^y dxd^y — dyd*x 

^"^^ dö? ~ d5» 

Eine erneute Differentiation ergiebt nach Division durch dx: 

/q\ d^y __ dx(dxd^y — dyd^x) — Sd^x{dxd*y — dyd^x) 
^^^ dx^ ~ dx~^ 

Fährt man so fort, so erhält man die Formeln, welche die 
Ableitungen von y nach x als Funktion der Differentiale und 
also auch der Ableitungen von x und y nach t ausdrücken. 

Man kann die vorstehenden Formeln dadurch verifizieren, 
dafs man t = x setzt, sodafs die neue Veränderliche von der 
alten nicht verschieden ist. Alsdann ist dx konstant und 
daher d^x == d^x = . . • = 0. Indem man dies berücksichtigt, 
reduzieren sich die vorstehenden Formeln auf Identitäten. 

Setzt man t = y und betrachtet also y als unabhängige 
Veränderliche, so braucht man in den vorstehenden Formeln nur 
d^y = d^y ==.•. = zu setzen. Diese reduzieren sich dann auf: 



S/V.S 



dy dy d*y dyd*x d^y — dxdyd^x-\-^dyd^x 

dx dx^ dx* dx^ ^ dx^ drc* ' 

Setzt man die Ableitungen von x nach y in Evidenz, so er- 
hält man: , . 

d^x dx d^x ■ id^xy 

dy 1 d^y dy* d^y ___ dy <^y° \dyV 

'dx~dx^ dx*~~7d^' dx^~ 7d^ '" "' 



:)■' 



dy . \dy) \dyJ 

Beispiel, Den Ausdruck: 



dx* 
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in welchem x die unabhängige Veränderliche und y Funktion 
von X ist, in einen anderen zu transformieren, in welchem t 
die unabhängige Veränderliche ist und x und y Funktionen 
von t sind. 

Durch Anwendung der vorigen Formeln erhält man: 



8 



^_ (.+S)' ,...,. .J 



dxd*y — dyd*x dxd^y — dyd^x 
dx~^ 

Es sei y wieder Funktion von x und es seien t und u 
zwei neue Veränderliche, die an die vorigen durch Relationen 
gebunden sind, die wir in die Form setzen: 

Wir wollen die Ableitungen von y nach x als Funktion der 
Ableitungen nach t und u ausdrücken. 

Zu diesem Zwecke braucht man nur die Ableitungen von 
y nach x als Fimktion der Ableitungen von y und x nach t 
auszudrücken. Diese kann man aus den Relationen berech- 
nen, die Xy yy t und u verbinden; man erhält daher durch 
Differentiation, wenn t die neue unabhängige Veränderliche ist: 

dx = -^dt 4- -^ du. rfy = -AT rf^ + ö^ du, 

■dt * du ' ^ dt * du ^ 

d^x = -^ dfi 4- 2 öt4^ dtdu + ^-^ du^ + J^ d^u. u. s. w. 
dt^ • dtdu ' du^ ' du ' 

Beispiel. Man will den Ausdruck V des vorigen Bei- 
spieles in einen anderen verwandeln, in dem die Veränder- 
lichen r und a sind, die an x und y durch die Relationen 

gebunden sind: 

X = r cos a, y = r sin a, 

wo a die unabhängige Veränderliche ist. 

Transformiert man den Ausdruck von F, sodafs a die 
unabhängige Veränderliche wird, so findet man: 



dxd*y — dyd^x 
Durch Differentiation der gegebenen Relationen erhalt man: 
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dx a> ooa adr — run mda, 

df — -sin ecdr -(- r cos ttdetj 
abo 

dx^ + dy^ = dr^ + r^daK 
Ferner wird 

d^x = cos ad^r — 2 sin adrda — r cos ad«*, 

d^y = sin ad^r -(- 2 cos adrda — r sin ada* 

und daher 

dxd^y — dyd^x = ^— rd^rda -(- 2rfr*rfa -(- r^rfa* 

oder endlieh: 



idr^ + r^da*) 



— rd^rda + 2dr*da + r*da' 



140. Es sei eine Funktion von x und y; man setzt far 
X und y zwei neue Veränderliche t und u, die an sie durch 
bekannte Relationen gebunden sind^ die x und y durch / und u 
und umgekehrt auszudrüeken gestatten. Man will die par- 
tiellen Ableitungen yon nach x und y durch die parti^len 
Ableitungen Ton nach t und «« ausdrücken. 

Die Differentiationsregel fSr die zusammengesetzten Funk- 
tionen ergiebt^ wenn man als Funktion yon t und u und 
diese als Funktionen ron x und y betrachtet: 

dz dz dt ^ dz du 

dx dt dx ~^ du dx' 

dz dz dt j^ dz du 

dy''~ dt dy ~^ du dy 

Diese Gleichungen drücken sofort die Ableitungen ^ und -^ 

durch >j- und ^- aus. Die Koeffizienten «-, 5— , • • • erhalt 

dt du dx^ oy^ 

man aus den Relationen, welche fü^ Xy y, t, u gegeben sind. 
Differentiiert man die vorstehenden Gleichungen Y<m 

Neuem, so findet man andere Gleichungen, die ^,, 0— 0-, 0-» 
bestimmen, u. s. w. 

Beispiel, Es sei eine Funktion von x und y, welche 
der Gleichung genügt: 
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An Stelle Yon x und y sollen die unabhängigen Yariabelen t 
und w eingeftlhrt werden, welche mit jenen durch die' Glei- 
chungen verbunden sind: 

^ =r= /p -(- ayy u = X — ay. 

Man findet aus ihnen: 

dt ^ dt du ^ du 

dx ^ dy ^ dx ^ dy 

DifiPerentiiert man e nach x und y^ wie oben beschrieben 
ist, so erhält man in unserem Falle: 

dz dz ^ dz dz_ J dz dz \ 

dx~'dt'^d^' dy~^\di dil^ 

d^z _ d^z . ^ d*z , d^z 

dx*~ dt*"^ "^ dtdu "^ du^' 

dy^ ~ ^ \dt* ^ dtdu ^ duV 
Substituiert man diese Ausdrucke in die gegebene Gleichung, 
so erhält man nach Division durch — 4a*: 

ctcu 

In ähnlicher Weise behandelt man die Fälle, in denen die 
Zahl der VeränderUchen gröfser ist. 
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Sechstes Kapitel 
Komplexe Yeränderliclie. 

§ 1. Grenzwerte. 

141. Die Regeln der Infinitesimalrechnung lassen sich 
auf die Zahlen übertragen^ die man in der Algebra imaginär 
oder komplex nennt und die sich auf die Form 

a + ^i 

bringen lassen^ wo a und h reelle Zahlen bedeuten und i die 
imaginäre Einheit ist, sodafs i^ = — 1 wird. 

Die Zahlen = x -^ yi nennen wir Veränderliche ^ wenn 
X und y reelle Veränderliche sind. Wir sagen, dafs z gegen 
einen Grenzwert c = a -(- 6i konvergiert, wenn 

lim X = a und lim y = b 

ist. Die Differenz — c = (x — «) + (y — V)i hat zum ab- 
soluten Betrage die positiv genommene Quadratwurzel: 

2 - c I = y(x - af + (y - by. 



Ist lim = €, so hat dieser absolute Betrag den Grenzwert 
null. Ist umgekehrt: 

lim \0 — c I = 0, 

so haben auch die Gröfsen x — a und y — b den Grenzwert 
null; denn sie sind absolut kleiner als \0 — c\ und daher 
wird auch lim z = c. 

Wir nehmen die Sätze (Nr. 10 — 12) über den Grenzwert 
einer Summe, eines Produktes, eines Quotienten auch für 
komplexe Veränderliche als bewiesen an, da der Beweis leicht 
auf reelle Veränderliche zurückgeführt werden kann. 
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§ 2. Beihen mit komplexen Gliedern. 

142. Die Reihe 

%^ ^U ^7 '", 

deren Glieder komplex sind^ heilst konvergent^ wemi die Summe 

«n = Wo + «*1 H Wn-1 

mit unbegrenzt wachsendem n gegen einen endlichen Grenz- 
wert, welcher die Summe der Reihe genannt wird, konvergiert. 
Setzt man: 

wo die p und q reell sind, so hat man: 

Sn = Oo +i>l H f-i>n-l) + («0 + ffl H h ff«-l)i. 

Damit die Reihe konvergiert, also 5« gegen einen Grenzwert 
P -^ Qi konvergiert, ist notwendig und hinreichend, dafs die 
Reihen der p und q konvergieren, dafs also: 

ist. 

143. Man betrachte z. B. die geometrische Progression: 

man hat hier: 

* 

Sn=l A- X 4 + X""—^ = -f- = H :; 

' ' ' 1 — X 1 — X 1 — X 

Ist der Betrag von x kleiner als 1, so hat der Betrag von xl^ 
bei unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert null; daher 
konvergiert die vorgelegte Reihe und es ist: 

Setzt man x = r (cos a -f- i sin a), so wird 

z 7 r-^' — r = 14-r(cosa4-isina)4-r^(cos2a4-isin2a) + 

+r*(cos 3a -f" * sin 3a) + • • • • 

Die linke Seite wird aber: 

1 1 — r cos « -j- r» sin a 

1 — r(cos « -j- 1 sin a) 1 — 2rco8a + r* 

Setzt man also die reellen Teile und die Koeffizienten von i 

13* 




einander gleich, so erlüilt man die für alle positiven echten 
Brüche r nnd alle reellen Werte von a gültigen Formeln: 

- — 5 i — ä ==l + f COS B + r* cos 2a 4- ■ •■, 

1 — zreoBB-j-r 

- — -; i — : = r sin a -(- r' sin 2« 4- ■ ■ - , 

1 — ircoBa-j-r 

L44. Säte. Das allgemeine Glied meiner konvergenten Reute 
erhäit den Grenzwert «uB, wenn sein Index UHbt^enet wächst. 
In der That, setzt man tt. ^p, -f" 9<>S '"^'^ konvergiert 
die R^ihe der u,, so konvergieren die reellen Reihen, deren 
allgemeine Glieder p, und q, sind, also wird (Nr. 55) iim p^ = 0, 
lim q^='0 und daher auch lim «, = 0. 

Wir nehmen die Sätze (Nr. 52 und 53) als bewiesen an, 
die sich auf die Multiplikation einer Keihe mit einer Kon- 
stanten and auf die Summe zweier Reihen beziehen. 

Säte. Eine Seihe mii komplexen Gliedern konverffiert, 
wenn die Seihe der absoluten Seträge der ein^nen Glieder 
koTVBergiert. 
Ea aeien 

«0, «i, «j, ■ ■ ■ 
die Glieder der gegebenen Reihe' und 
r^, r^, r^, ■ ■ ■ 
ihre absoluten Beträge, von denen wir voraussetzen, dals sie 
eine konvergente Reihe bilden; 

«0- 'h, «»,-■■ 
seien die Argumente der einzelnen Glieder. Dann ist: 

Mb =» r, (cos o, -}- » sin «,). 
Daher sind die aus den reellen Teilen und aus den Koeffizienten 
von i gebildeten Reihen 

r^ cos Og, r^ cos «,, r^ cos a^, ■ • ■ 
und 

r^ sin a^y r^ sin «i, r, sin Oj, - ■ ■ . 

Ihre Glieder sind beziehungsweise absolut kleiner als die Glieder 
der konvei^enten Reibe 

^0, rt, n, •■■■ 
AIho konvergieren auch jene Reihen, also auch die Reihe der u. 
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So ist z. B. die Reihe 

1 



X x^ x^ 



^ 1!^ 21' 3!' 



konvergent für jeden reellen oder komplexen Wert von ajj 
denn ist r der absolute Betrag von x, so ist die Reihe 



«•8 «'S 



' Tr 2l' sl' ' " 

konvergent und hat zur Summe e^. 
145. Satz. Wenn die Beihen: 

(1) Mo, Wi, Wa, • . . 
tmd 

(2) Vo, Vi, Vg, . . . 

hmüergieren, tmd wenn cmdi die Beihen ihrer jßAsokUen Beträffe 

(3) «o; «i; «g, • • • 

(4) 6o; *i; hy '" 

honvergiereHy so hmvergiert auch die Beihe 

• < 

(5) Wq, w^i, w^, ..., 

in der 

Wn = Wo^n + «^l^'n-l H h Wn^o; ' * * 

ist tmd ihre Summe ist gleich dem Produkte der Summen der 
beiden gegebenen Beihen, 

Wir beweisen den Satz zunächst för die Reihen (3) und (4), 
die aus den Beträgen der einzelnen Glieder gebildet und daher 
Reihen mit lauter positiven Glieder sind. 

Setzt man 

^P = «0 + «1 H h »P-i> 

und 

« 

so erkennt man leicht, daTs das Produkt 
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A,Bp = aah -i-'hh -f ■ ■ ■ + Op_.i„ 

+ «0 *1 + «1*1 + ■ ■ ■ + Op-l^i 

+ 

+ Oabji-i + «iftp-i H f- a,_i6p_, 

den Wert hat: 

A^Bp = C, + o,6p_i + f- «,_i6, H h a,_,6p_,. 

Eb ist also: 

A^Bp > Cp 
und 

Setzt mMi in der ersten Ui^leichung p^ n, so wird 

a < A^S.. 

Setzt man in der zweiten Ungleichung n^2p oder 2p -}- 1, 

sodafa ji die ganze grollte Zahl ist, die in ^ enth^ten ist, 

Bo wird: 

Mit nnbogreozt wachsendem » wächst auch p unbegrenzt; 
nennt man daher A und B die Summen der Reihen (3) 
und (4), ao wird: 

lim ^ = lim ^ = A, lim B, = lim üp = B. 
Ältiu ist C„ zwischen zwei Zahlen enthalten, die g^en den- 
selben Grünzwert konvergieren und daher wird auch 
lim 0, = AB. 
Jetzt wollen wir die komplexen Eteihen (1) und (2) be- 
trachten: setzt man: 





«.—«.+",+■ 




S.' — »0 + », + ■ 


80 wird 


s."- w, + w, + - 


S.S»'— s„' 


--«.»._, + •■■ + ». 



• ■■ + «-,..-,. 

Bildet man daher auf beiden Seiten den absoluten Betr^ und 
bedenkt, daEs der absolute Betrag einer Summe nicht grölser 
ist als die Summe der absoluten Beträge, so wird: 
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I SnSn Sn' | ^ a^fen-l H + ««-l*! H h »«-l^«-! 

oder 

Bei unbegrenzt wachsendem n wird lim (ÄnB^ — C») = 0, 
also auch lim | SnSn — 5«" | == und mithin 

lim 5»"= lim 5„ • lim Sn. 

§ 3. Exponential- und Ereisfunktionen einer komplexen 

Veränderliehen. 

146. Als Definition von ef für komplexes x dient uns 
die Gleichung: 

(1). ^ = i + r, + l[ + S' + ---' 

WO die Reihe auf der rechten Seite für jedes x konvergiert 
und für reelles a? unser früheres e* liefert. 

Analog setzen wir bei komplexem x die Gleichungen an: 



x^ . x^ 



(2) sinx = x — jj-{- — , 

(3) cOS^=l — |y + fy . . 

Auch diese Reihen konvergieren für jedes x und fallen bei 
reellem x mit unserem früheren sin x imd cos x zusammen. 
Setzt man in (1) ix für x^ so wird: 

also wegen der Formeln (2) und (3): 

(4) e** = cos X -j- i sin x. 
Vertauscht man x mit — x, so wird: 

(5) e^** = cos X — i sin x. 
Aus diesen letzten Formeln erhält man: 

xi I — xi ^xi ^——xi 

e -j- e . e — e 



(6) cos X = — ^ , sin rc = 



2i 



und bekommt mithin die Kreisfonktionen ausgedrückt durch 
die Exponentialfunktion. 
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147. Die £ig«iiBchaft: 

besteht auch fSr komplexe x und y. In der That, man hat: 

Multipliziert man beide Reihen nach der bekannten Regel, die 
inaD anwenden darf, da auch die aus den absoluten Beträgen 
beider Reihen gebildeten Reihen konvei^eren, so erhält man: 

^^_l + (l±i4 + (|l + «j, + |!) + ... 

und das allgemeine Glied ist: 

^ -L ^!zL . y. j- ■ . ■ -}- '^"~' yl + ... + y! = 

= ^,[^-+»^-y+-+ „t„":,), ^-'-y-+-+y"]==^-^'- 

Also wird 



Da aber die Reihe rechter Hand nach Definition die Summe 
c"+i' hat, 80 erhält man die ru beweisende Formel. 
In Folge dieses Satzes hat man: 

6'+"' = c^C' = e*(co8y + i siny). 

Setzt raan x und y als reell voraus, so ist 3t + yi irgend eine 
komplexe Zahl und 6*+»' in trigonometrischer Form aus- 
gedrückt; es hat zunt absoluten Betrage ^, zum Argument y. 

Umgekehrt kann man eine komplexe Zahl vom Betrage r 
und mit dem Argument a einfach re°' schreiben. 

Dureh gliedweise Hnltiplikation der Formeln (4) und (5) 
erhält man: 

(9) 1 ^ cos* X + sin* X, 

eine bekannte trigonometheche Formel, die sich so för jedes 
komplexe x als bewiesen herausstellt. 



(10) 
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Multipliziert man die Pormeln: 

^i = cos a; 4" * sin x, 
gy» «= cos y -\- imyy 

mit einander^ so erhält man: 

.g(a?+y)f __- ^ßQg ^ ßQg y — gjj^ ^ giu y^ ^ ^* ^ßQg ^p sitt ^ + ^in 07 COS y) 

oder: 

cos (o? +' y) + * si^ (^ + y) == 

= cos ir cos y — sin a: sin y + i (cos a? sin y -4- sin a? cos y). 

Vertauscht man rc und y mit — rc und — y, so erhält man: 
cos (x '{' y) — i sin (iT + y) = 

= cos X cos y — sin rr sin y — i (cos a; sin y + cos y sin a:). 
Hieraus erhält man die Pormeln für die Addition der Bögen: 

cos (a; -j- y) == cos x cos y — sin a? sin y , 

< 

äin (ic 4" y) = sin x cos y + cos x sin y , 
die also für beliebige reelle öder komplexe Werte x und y 
gelten. 

Man erhält aus diesen letzten Formeln: 

cos {x + yi) = cos X cos yi — sin x sin yi, 
sin (a? + yi) = sin a; cos yi + cos a? sin yi 
und nach (6): 

cos yt = —^2 7 si^ y* = — 2^; — = * 2 

Ist daher y reell, so ist auch cos yi reell und sin yi rein 
imaginär. Substituiert man diese Ausdrücke in die letzten 
Formeln, so erhält man, wenn man x und y als reell voraus- 
setzt, cos (x + y{) und sin (x + yi) in der Form a + bi. 

148. Die Funktionen — -^ und ^— *-- zeigen viele 

Ähnlichkeit mit den Kreisfunktionen Cosinus und Sinus; ob- 
wohl sie sich dui'ch die Exponentialfunktionen ausdrücken und 
daher keine neuen Funktionen sind, so legt man ihnen die 
Namen hyperbolische Cosinus und hyperbolischer Sinus bei und 
stellt sie durch die Schreibweise dar: 

Cohrr = —^ , Sih x = ^ 
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Man erhalt mit grofster Leichtigkeit die Formehi: 

Coh (— a;) = Coh a:, Sih (- rc) = — Sih (a;) 

/»•» n** /»•* 

Coh. = l + f^ + f, + f, + ... 

Sihir = — -4- — -4- — -I 

^ = Coh X + Sih a; 
e^* = Coh a? — Sih X 
l = Coya; — Sih^a; 
cos ia: == Coh x^ sin ia; = i Sih a; 
Coh (x + y) = Coh. a; Coh y + Sih a: Süi 1/ 
Sih(a: + y) = Sih a; Coh y + Coh x Sih y. 

Die anderen trigonometrischen Funktionen werden durch 
ihre Ausdrücke in sin und cos definiert, die für reelles x die 
Ergebnisse von Beweisen sind; so setzt man z. B. für kom- 
plexes x: 

, sin o; 
tancf X = 

oder, wenn man alles durch Exponentialfanktionen ausdrückt: 

(12) tang a; = -^ -^^-^-3^ . 

Eine ähnliche Definition giebt man für den hyperbolischen 
Tangens und setzt: 

Tah X = TTT— = 

Con X ß* _|_ ß— * 

Man erhält daraus: 

tang ix = i Tah a: , u. s. w. 

149. Man sagt, dafs y der natürliche Logarithmus von x 

ist und schreibt 

y = log X, 
wenn 

e^ = a; 

ist. Setzt man a; = r(cos a -f- i sin a) und y=i> + 3'i, so 
hat man: 

ev = e^+«* = e^ (cos j -f- i sin q). 

Damit diese komplexe Zahl gleich x ist, ist notwendig, daüs 
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die absoluten Beträge gleicli sind und die Argumente sich nur 
um ein Vielfaches von 23t unterscheiden. Man erhält daher 
aus der Gleichung e^ = x die folgenden zwei zwischen reellen 
Gröfsen: 

q = a -{- 2k3t {k ganzzahlig). 

Die zweite bestimmt q, aus der ersten erhält man p in 
eindeutiger Weise, da r reell und positiv ist und daher ein 
einziger reeller Wert p existiert, für den e^ == r ist; dieser 
ist der Logarithmus von r, welcher bei den Punktionen von 
reellen Veränderlichen definiert wurde; wir wollen ihn durch 
die Schreibweise bezeichnen: 

p = log' r. 

Sind auf diese .Weise p und q bestimmt, so wird, da 

p-{-qi = y = logx 
ist: 

(13) log [r (cos a -j- i sin «)] = log' r -{- i(a -j- 2h7t). 

Der Logarithmus einer komplexen Zahl hat also unendlich 
viele Werte. Sein reeller Teil ist immer derselbe und ist der 
Logarithmus (im Sinne der reellen Veränderlichen) des abso- 
luten Betrages. Der Koeffizient von i ist das um ein will- 
kürliches Vielfaches von 27t vermehrte Argument. 

Ist die Zahl, deren Logarithmus man bilden will, reell 
imd positiv, so ist sie gleich ihrem Betrage r und als Argu- 
ment kann man die Null nehmen. Also giebt die vorige Formel: 

log r = logV + 2hiti, 

Der Logarithmus einer reellen positiven Zahl hat also un- 
endlich viele Werte; einer ist reell, er entspricht dem Werte 
^ = und giebt den für die reellen Veränderlichen definierten 
Logarithmus. Alle anderen sind imaginär und paarweise kon- 
jugiert; denn man erhält konjugierte Werte für log r, wenn 
man Ic entgegengesetzt gleiche Werte giebt. 

Es sei jetzt — r eine reelle negative Zahl; ihr Betrag 
ist r und als Argument kann man % nehmen; daher wird: 

log ( — r) = log' r + (2Ä + 1) %i> 
Alle diese Werte sind imaginär. Erteilt man h die Wertepaare 
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(0, — 1); (1, — 2); (2, — 3) ■ ■ -, so erhält log (— r) kon- 
jugiert im^pnäre Werte: 

log'r + xi, log'*'+ Sari, log'r + 5«i, ■ ■ -. 
150. Der Schreibweise u' erteilt nuui bei komplexem u 
)n)d V die Bedeutung: 

«• = «»>*>»", 

i\'w eine Identität ist^ wenn u and v reell Bind und u > ist. 
Nim hat log m unendlich viele Werte; nennt man log m einen 
von diesen, so ergeben sich alle übrigen aus der Formel: 

log M -f- 2kxi. 
Also hat auch u' unendlich viele, im allgemeinen verschiedene 
Werte. 

So hat z. B. der Ausdruck i' nach den gemachten Ver- 
abredungen die Bedeutung e"'"^', und da: 

ist ao erhält man: 



also unendlich viele Werte, die sämtlich reell sind. 

151, Wir a^en, dafs x=arcBin« oder ar^arccosü 
ist, wenn sia x ^^ g oder cosa^i^: «r ist. Biese inversen Kreis- 
^nktionen können leicht auf Logarithmen reduziert werden. 
In der That, ninunt man auf beiden Seiten der Gleichung (4) 
die Logarithmen, so erhält man: 

(14) xi = log (cos a: + t sin x). 

Setzt man in ihr sinx ^ s, also cos x = Yl ■— ^ und 
X ^ arc sin e, so erhält man: 

(15) arc sin « = ^ log (yi — z* + «i). 
Setzt man ebenso in Formel (14) 



c cos Ä = Y log (« + i yi — Ä*) . 
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Untersucht man die Formel (15), so erkennt man, dafs 
der Ausdruck "j/l — z^ -^ ssi bei gegebenem dem doppelten 
Vorzeichen der Wurzel entsprediend zwei yerschiedene Werte 
hat. Jedem von ihnen entsprechen noch unendlich viele Werte 
von arc sin z, da der Logarithmus unendlich viele Werte hat. 
Ist z reell und kleiner als 1, so ist yi — z^ reell und der 
Betrag von y 1 — 0^ -\- zi ist die Einheit, der Logarithmus 
dieses Ausdruckes ist rein imaginär, also hat arc sin z einen 
reellen Weri Ist aber z reell und gröfser als 1 oder imaginär, 
so ergiebt sieh auch arc sin je; imaginär. So ist z. B.: 

arc sin 2 == 4 log (V^^ + 2i) = 4 log * (VS + 2) 

= 4-log'(y3 + 2) + (2Ä + i.)«. 

Dividiert man die Formel (4) durch (5), so kommt: 

2^,- C08 x-\-i sin x 1 + * tang x 
cos X — t sin o; 1 — i tang x 

Nimmt man die Logarithmen: ' 

rc == i loff ^ + ^'tanga; 
2 i ° 1 — i tang x ^ 

und setzt tang x = Zj x = arc tg Zj so hat man: 

(17) arctg^ = -.logy^. = ylog^^j:^. 

So bleiben die Exponentialfunktionen und Logarithmen, 
sowie die direkten und inversen trigonometrischen Funktionen 
auch für komplexe Werte der Veränderlichen definiert und 
man sieht, dafs die direkten trigonometrischen Funktionen sich 
durch Exponentialfunktionen, die inversen durch Logarithmen 
ausdrücken lassen. Macht man also aus der Exponentialfunk- 
tion und ihr€5r Umkehr, dem Logarithmus, nur eine Kategorie 
von Funktionen, so schliefst man, dafs alle bisher in die Rech- 
nung eingefahrten transcendenten Funktionen sich auf e* als 
einzige Transcendente zurückfahren lassen. 

§ 4. Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 

152. Wir sagen, dafs w eine Funktion der komplexen 
Veränderlichen z ist und schreiben w = f{z)^ wenn zu jedem 
Werte von z ein Wert von w gehört. 
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Setzt man w = u -{- vi, e =^ x -{- yi, wo u, v, x, y reelle 
Veränderliche sind, so sind, wenn w eine Punktion von z ist, 
auch u und v reelle Funktionen von x und y. 

Wir sagen, dafs die Punktion w = f{is) eine Ableitung 
besitzt, wenn der Ausdruck: 

Az h 

gegen einen Grenzwert konvergiert, während die komplexe 
Veränderliche h gegen null konvergiert. Dieser Grenzwert ist 
der Wert der Ableitung f\0\ welcher dem betrachteten Werte 
von .z entspricht. 

153. Man setze 

u = <p{x, y), V = ^{x, y) 
und 

Ä = Ä + ^h 

wo k und l reelle Zahlen sind. Man erhält: 

f{s) = (p{x,y) + if{x,y)i 
und 

f{z-\- h) = tp(x-\-k,y-\-l) + i>(x + k,y + l)i 

und daher 

Ate ^ [(p(x + fc, y + — y (a?, y)] 4- [^(^ + fc, y + — 'V>(^, y)] j ^ 

Az k-\-U 

Besitzt w eine Ableitung f\z), so konvergiert ^— gegen 

f\0), in welcher Weise man auch Az null werden läfst. Man 
setze zunächst in Az = h = k -\' li den imaginären Teil li 
null; man erhält dann: 

]-^ y(a? + ^, y) — 9(a;, y) + ['V;(a; + ^, y) — '^{^, y)] * ^ ^/^\ 

Damit dies eintritt, müssen der reelle und der imaginäre Teil 
gegen Grenzwerte konvergieren. Daher besitzen die Punk- 
tionen 9 und ^ die partiellen Ableitungen nach x und man hat: 

f{z) = g,/(:r, y) + i^l>J{x, y). 

Setzt man andrerseits in A;8? den reellen Teil k gleich null, 
so kommt: 

^^ y (^t y + Q — y (^t y) + *' ['V>(^» y + ^ — ^^Pi^, y)] ^ ^//^\ 
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Durch eine ähnliche Überlegung schliefst man daher auf die 
Existenz der partiellen Ableitungen von 9 und xj; nach y 

und erhält: 

f\0) = ^;(x, y) — g)y\x, y)i. 

Vergleicht man diesen Ausdruck von f(z) mit dem vorigen, 
so erhält man, da beide identisch sein müssen: 

9x(oc, y) = i>y{x, y), und i>:i{x, y) = — q>y(x, y), 

das heifst: 

Damit w = u -{- vi eine Funktion von js = x -^ yi wird, 

die eine bestimmte Ableitung besitzt, ist notwendig, dafs die 

reellen Funktionen u und v der Veränderlichen x und y den 

Gleichungen genügen: 

du dv du dv 

dx dy ' dy dx 

DifiFerentiiert man die erste Gleichung nach Xj die zweite 

nach y und beachtet, dafs ^ ^ = ^ ^ ist, so erhält man 
die Gleichung 

dx^ '^ dy*~ ' 
eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Funktion u allein. In ähnlicher Weise ergiebt sich, wenn 
man die erste Gleichung nach y und die zweite nach x 
diflPerentiiert, durch Subtraktion 

dx* ' dy* 
Also genügt auch v derselben partiellen Differentialgleichung, 
der u genügt. 

154. Wenn die u und v nebst ihren paHieUen Ableitungen 

erster Ordnung stetig sind und wenn die Bedingungen: 

du dv -, du dv 

dx dy dy dx 

erfüllt sind, so besitzt die Funktion w = u -j- vi eine Ableitung. 
In der That, man hat (Nr. 105) 

(pix + k\y + l) — (p(x, y) = kq>^{x, y) + l(py\x, y) + ak + ßl, 

7l>{x + k,y:{'T) — ^{x,y) = krtfJ{x,y) + l^yix,y) + ak + ß'l 

Addiert man die zweite Gleichung, nachdem man sie mit i 
multipliziert hat, zur ersten, so erhält man: 
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Aw — ft(9J/ + t*,') + i(W+»*/) + ak-{-ßl-{- a'ik + ß'il, 
oder, wenn man beachtet, daTe ^/=9)i'mid gi/^ — irj=^^irj ist: 

Aw = (ft + li) (9..'+ »>.') + ßi + ^i + a'ik + (i'a. 
Durch Division mit Ä + ii ^ A« folgt: 



;^9.'+ii/'.'+< 



t + I. 



+ ^tT" + 



't + Ii 



+ /5') 



1 



Man lasse jetzt A^ null werden, dann werden auch k 
I l und mit ihnen a, ß, a', ß' null. Die Ausdrücke: 



und 



I 



t + ji fc+ii 

])U'iben endlich, da ihr Betr^ kleiner als 1 ist; also wird 

lim -^ = 9, + 1/-, . I. 

155. Man stelle die Veränderliche e^x-\-y% auf einer 
Ebene durch einen Punkt M. dar, dessen rechtwinklige Cartesi- 
sche Koordinaten x und 1/ sind. In ähnlicher Weise stelle 
man in einer zweiten Ebene die Funktion w ^ « + «i durch 
einen Punkt jP dar, dessen Koordinaten « und v sind. Da w 
eine Funktion von z ist, so gehört zu jedem Punkte li der 
eisten Eböie ein Punkt P in der zweiten und daher bestimmt 
die komplexe Funktion v) = f(e) eine Abbildung der Punkte 
der ersten Ebene auf die der zweiten. 




den neuen Wert -\- h, der durch den 
sein möge, so wird |^| durch die 
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Strecke MM' und das Argument von ä durch den Winkel 
zwischen MM' und der a?- Achse bestimmt. Ist P' der. Bild- 
•punkt von M\ so wird PP'=^ \ Aw\ und der Winkel: 

PP', iaj7= arg Ate;. Läfst man jetzt Az null werden, so 
wird, wenn f(0) eine Ableitung besitzt: 

und daher: 

Aw 



lim 



Az 



-^'^-^m-\n^)\- 



Ist I f(0) I 'nicht null, so wird auch: 

Ate 



lim arg -r— == lim (arg Aw — arg Ais) 



n 



= lim irP^StV— M'M^OX] = arg f (0). 

Ist Jf " ein zweiter Punkt in der Nähe von M und P 
sein Bildpunkt, so wird auch: 

lim ^ - I A^) I , lim IP-P^^U- M-M^OX] = arg f (5). 

Also schliefst man: 

^^^ MM'' ' MM'~ ^' 

lim [(P^p, siu—rp, aü)— (jrk, ox— jf%, oz)]=o. 

Die letzte Gleichung kann man auch schreiben: 

^m{LP"PP'—LM"MM) = 0, 

Die erste Gleichung kann man dadurch deuten, dafs man sagt, 

PP" 

wenn M' und M" nach M. hineinrücken, so werden -^^r 

PP' 
und ^^, einander gleich xmd daher werden die Seiten MM\ 

MM'\ PP' j PP" an der Grenze einander proportional. Die 
zweite Gleichung sagt aus, wenn man M' und M!' der Art 
variieren läfst, dafs L^" MM' gegen einen Grenzwert kon- 
vergiert, dafs dann: 

Um P"PP' = lim Jf"JfJ[f' 

wird. Dies kann man so deuten, dafs man sagt, die Winkel 
M"MM' und P''pp' konvergieren gegen die Gleichheit. 
Daher konvergieren die Dreiecke M'MM" und p'pp'' gegen 
die Ähnlichkeit. Dieses ganze Verhalten pflegt man dadurch 

Oenocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Becbnung. 14 
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auszudrücken, daTs man sagt, die beiden Ebenen sind in ihren 
kleinsten Teilen einander ähnlich. Das Vorhergehende darf man 
jedoch nicht anders auffassen, als eine Versinnlichung der ge- 
fundenen Formeln. 

156. Wir setzen auch fiir imaginäre Veränderliche die 
DiflPerentiationsregeln für reelle Veränderliche als bewiesen 
voraus, die für eine Summe, ein Produkt, einen Quotienten, 
für Funktionen von Funktionen und inverse Funktionen gelten 
(Nr. 34—38); denn der Beweis ist ganz derselbe. 

Die Ableitung der Exponentialfunktion kann man auf 
folgende Weise erhalten. Es ist: 

also 

(1) 

Nun ist: 



e*+*- 



= e* 



6*-l 



' 1 ! ^ 2 ! "^ > 

izzJL — l. _L A o- — o- 



und 

(2) 



e»— 1 



--1 



h 



'+^ + 



21 



3! 



Der zweite Faktor in den Betragstrichen auf der rechten Seite 
ist endlich und wird, wenn h eine positive Zahl ist, die den 
Betrag von h übersteigt: 



- + - + • 



2! 



^ 2 ! ' 3 ! ' 



Läfst man daher h null werden, so hat das Glied auf der 
rechten Seite den Grenzwert null und es wird 



lim 



oder: 



6*-l 



— 1 







lim 



e^-l 



1. 
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Aus der Formel (1) erhält man daher: 

lim T = e*; 

d. h. die Ableitung von e* ist wieder 6*. 

Aus der Ableitung von e^ lassen sich die Ableitungen 
von sin x imd cos x berechnen ; denn diese Punktionen lassen 
sich durch Exponentialfunktionen ausdrücken. Man hat: 

sin X == r-; , cos X = -r 

Also folgt durch Differentiation: 

— 3 — = — == COS .rc, — j — = t = — sm X, 

dx 2 ' dx 2 ^ 

genau wie bei den reellen Veränderlichen. 

Wendet man die DifFerentiationsregeln für die inversen 
Funktionen an, so findet man die Ableitungen von log x, 
arc sin x, arc cos x^ - - -^ welche mit den für reelle Veränder- 
liche gefundenen Ausdrücken zusammenfallen. 



§ 5« Fotenzreihen in einer Veränderliohen. 
157. Sat^, Wenn in einer Beihe: 

Uq, U^Xy U^X^y u^x^ • • •, 

in der Wq? ^i; * * ' ^^^ ^ unabhängige Gröfsen sind, für einen 
bestimmten Wert von \x\=,B, der Betrag des allgemeinen 
Gliedes, \unX'^\y nickt beliebig grofse Werte annimmt, so Jconver- 
giert die vorgelegte Beihe für jedes x, dessen Betrag Meiner 
als B ist. 

In der That, man nehme an, dafs der Betrag des all- 
gemeinen Gliedes für den Wert von x, dessen Betrag B ist, 
immer kleiner als eine endliche Gröfse Ä sei. Dann ist: 

I M„ I • i^ < A 

Erteilt man x einen Wert, dessen Betrag r kleiner ist als JJ, 
so wird der Betrag des allgemeinen Gliedes der Reihe: 

UnX'^ \ = \un\r^] dies kann man schreiben: | w„ | J?» • i~\ • 

Nach Voraussetzung ist daher | UnX!^ \ < ^yw) * Di^ Reihe 

14* 
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al)LT, deren allgemeines Glied A i-^) ist, konvergiert; denn 

nI" ist eine geometrische Progression, deren Quotient p- kleiner 

;.l.- 1 ist. 

Daher koDvei^iert die Reihe aus den absoluten Beträgen 
iliT Glieder der gegebenen Reihe; denn deren Glieder sind 
kleiner als die entsprechenden einer konvei^enten Reihe. Also 
kmiTei^ert auch die voi^elegte Reihe. 

Eorollar, Wenn die Iteihe u^, u^x, ^x^, • ■ - fvr einen 
Wirt X honvergiert, dessen Betrag M ist, so konvergiert sie auch 
für jedes X, dessen B^ag Meiner als B ist. 

In der That, konvei^ert die Reihe fOr den betrachteten 
Wert von x, so hat der Betri^ des allgemeinen Gliedes bei 
unbe^nzt wachsendem » den Grenzwert, null, Ako bleiben 
von einer bestimmten Stelle an die Beträge der Reihenglieder 
kleiner als eine endliche (positive) Zahl, die willkürlich ge- 
wühlt werden kann. Die vorausgehenden Glieder sind endlich 
und in endlicher Anzahl; sie bleiben daher kleiner als eine end- 
liche Zahl. Also bleiben die Beträge aller Glieder kleiner als 
eine endliche Zahl und wir kommen auf den vorigen Satz. 

L58. Eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe 
kann för alle x konvei^eren; dies würde der Fall sein bei 
iIlt Reihe: 

• ri> 2]' '"' 

deren Summe ef ist; sie kann aber aach für keinen Wert von 
X konvergieren aufser för a; = 0, wo die Reihe sieh auf das 
ernte Glied reduziert Ein Beispiel dafür ist die Reihe: 

1, V.x, 2U', ■•-. 
Denn nimmt man in ihr | o: | > 0, so hat das al^emeine Glied 
Kum Grenzwert <x>. Es kann sich aber auch ereignen, dafe 
die vorgel^te Reihe fSr einige Werte von x konvergiert, für 
andere divergiert. Es sei q die obere Grenze der Werte von 
I 3: 1 , far welche die Reihe konvergiert. 

Dann konvergiert die gegebene Reihe für alle Werte x^ 
deren Betn^ kleiner als p ist, sie divei^ert für diejenigen, 
deren BetrE^ grölser als q ist. Für Werte x, deren BetrE^ 
gleich 9 ist, kann sie konvergent oder divergent sein. 
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So konvergiert die geometrische Progression 

für jedes Xy dessen Betrag kleiner als 1 ist; sie divergiert für 
die X, deren Betrag ^ 1 ist. 

Die Gröfse q heilst der Konmrgmssradius der Reihe. Stellt 
man die komplexe Yariabele in einer Ebene dar und beschreibt 
um den Koordinatenanfang als Mittelpunkt einen Kreis mit 
dem Radius Qj so heüüst dieser der Konvergenzhreis, Die vor- 
gelegte Reihe konvergiert für alle Werte der Veränderlichen, 
die durch Punkte im Inneren des Konvergenzkreises dargestellt 
werden; sie divergiert für die Punkte im Aufseren. 

159. Wenn die Beihe: 

.2 



Wo, U^X, U^X', 



• • 



fü/r die Werte x komergiert, deren Betrag Meiner cUs q ist, so 
konvergieren für dieselben Werte von x cmch die Beihen, die 
(ms den Ableitungen der einzelnen Glieder gebildet sind, tmd 
setzt mcm: 

f{x) =Uq + u^x + u^x^ -\ , 

« 

f(x) = lu^ 4" 2wsjä; 4" • • •; 
'f\x)= 2.1w, +..., 



so sind die Funktionen f(x), f\x)y - - - die erste, zweite, • • • Ab- 
leitung von f(x). 

In der That, nennt man r den Betrag von Xy und nimmt 
man r < (> an und nennt B eine Zahl zwischen r und p, so 
konvergiert die gegebene Reihe auch, wenn man x einen Wert 
vom Betrage 12 giebt. Daher hat der Betrag des allgemeinen 
Gliedes UnX% der immer kleiner ist als | m» | 22", den Grenzwert 
null bei wachsendem n. Er ist daher immer endlich und wir 
können voraussetzen: 

Nun hat das allgemeine Glied der Reihe der Ableitungen, 
das Unnx**~^ ist, zum Betrage: 

n\u^\f^'''^n\un\B-{ff~'^^<nA{^y^^ 
Aber die Reihe, deren allgemeines Glied nAi^j w ist, 
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konvei^ert, da der Betrag des Verhältnisses eines Gliedes zum 
vi>rh ergehenden den Grenzwert w < 1 ^^^- Mithin konvergiert 
ttucii die Reihe aus den Betragen der Glieder von f'{x) und 
endlich auch die Reihe für f'(x). 

Die Reihe fQr f"{x) entsteht ebenso aus der Reihe für 
/"(^), '^ie diese aus der Reihe für /"(*), sie ist daher eben&lls 
kouveigent; das Gleiche gilt, welches auch die Zahl der toU- 
fohiien Differentiationen sein m^. 

Dies vorausgeschickt, hat man: 

/■(«+*)-/■(«) -2».[(*+*)"-^"] 

S+»WB = 2'».[«.-' + {:).-* + ...]. 

Subtrahiert man hiervon die Reihe: 



Bo wird: 

-i2!«(«-i)«.[--+^«-*+^=lT=^^-'»"+-]- 



Um nun zu beweisen, dafs 

ii„ «'+';- «" -/-(») 

ist, liraucht man nur zu zeigen, dafs das Glied auf der rechten 
Seite der vorigen Gleichung mit h gegen null konvei^ert und 
man braucht also nur zu erkennen, dafs der mit A multipli- 
ziei-te Faktor endlich ist. 



W 
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Man nehme | Ä | so Mein, dafs | a? | -f- | Ä | < p ist; dies 
ist möglich, da | ä; | < p ist. Femer werde B so gewählt, dafs 

\x\ + \h\<R<Q 
ist. Dann wird: 

<|^|n-2 + !^|^|n-8|Ä| + (!^:z|i^ 

Der Betrag des allgemeinen Gliedes der betrachteten Reihe 
wird also kleiner als 

W(W — 1) I Wn I iJ**""*. 

Nun ist aber bewiesen, dafs die Reihe, deren allgemeines Glied 
n(n — l)UnOO*^~^ ist, konvergiert und es ist auch die Reihe 
ihrer absoluten Beträge für jedes a?, dessen Betrag kleiner als 
Q ist, konvergent. Also konvergiert die Reihe auch für Werte x, 
deren Betrag R ist. Mithin konvergiert die Reihe, deren all- 
gemeines Glied n(n — 1) \un\ iJ"~* ist und hat eine endliche 
Summe B, Dasselbe gilt für die Reihe: 



deren Betrag kleiner als B ist und es wird: 

fix + h) — fix) _ .,, V 



<||Ä|Ä 



Da nun das Glied auf der rechten Seite den Grenzwert 
null hat, so schliefst man, dafs f(x) auch die Ableitung von 
f(x) ist. 

Da die Funktionen f(x), fX^)) ' ' * ^^^ Ableitung be- 
sitzen, so sind sie auch stetig. Wendet man den vorigen Satz 
auf die Reihe an, welche e* definiert: 

^ = i + n + fi + ---' 

SO wird: 
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dx 



sc iß 



oder 



dif 
dx 



6*. 



Almlich findet man durch Differentiation der Reihen: 



sin X = 



"^ n ~ 31 "r" öT * " 



COS a; = 1 — 



X' 



X' 
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die Gleichungen: 

d sin a; = cos x dXy d cos a; = — sin x dx. 

160. Die vorigen Sätze lassen eine gewisse Analogie 
zwischen den Funktionen hervortreten, die als Summen von 
Potenzen einer Veränderlichen innerhalb ihres Konvergenz- 
kreises definiert sind, mit den ganzen Funktionen. Diese 
Analogie tritt noch mehr hervor durch die folgenden Sätze. 

Satz. Wenn die Beihe 

(1) f(x) = Wo + ^1^ + «*2^^ H 

für diejenigen Werte x konvergiert, deren Betrag Meiner als q 
ist, so gilt die Taylor sehe Beihe: 

(2) f{x, + h) = f{x,) + y\x,)-\-^nx,) + .--, 

wenn \xq\Kq vorausgesetzt wird für alle Werte h, für die 



ist 



h\<Q — 



Xt\ 



Fig. 6. 



Greift man mit anderen Worten auf die geometrische 

Darstellung zurück, so definiert (1) 
eine Funktion f(x) für alle Werte a?, 
die durch Punkte im Inneren eines 
um den Nullpunkt mit dem Radius g 
beschriebenen Kreises liegen. Ist Xq 
. ein Punkt im Inneren eines Kreises, 
so will man beweisen, dafs die Reihe (2) 
konvergiert und zur Summe f(xQ -j- h) 
hat für alle Werte Ä, deren Betrag 
kleiner als q — \ Xq\ ist, also für alle 
Werte Xq + Ä, die durch Punkte im Inneren eines um x^ 
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beschriebenen Kreises dargesteUt sind, der den Konvergenzkreis 
der Reihe (1) von innen berührt. Es ist jedoch die Möglich- 
keit nicht ausgeschlossen, dafs die nach steigenden Potenzen 
von h geordnete Reihe auch für andere Werte von h konvergiert. 
In der That, setzt man: 



.m 



(3) f{x, + h)^fix,) + hfix,) + . . • + ^/-'""(^o) + ^ 
vind beachtet, dafs 

f(Xo + h)= V«, («0 + Ä)«, f{x^) = Vm, V, 



^ 



^ 



rw= y«". <"',•■ • 



^ 



H — m 



• • • 



/•M(a;J «= Vw(w — 1) . . . (w — m + l)w„4 
ist, so erhält man: 

ic =2«-[(^o + Ä)" - x;-nhx:-' (;) h'^xt-"']- 

Die Summen sind dabei über alle Werte n von bis cx> zu 
erstrecken. In dem Ausdruck für Em sind jedoch die ersten 
Glieder, die den Werten 0, 1, • • • »w von n entsprechen, null. 
Daher braucht man in jR^ dem n nur die Werte 

f» + 1, »w + 2, • • • 

zu erteilen. Nimmt man beiderseits die absoluten Beträge, so 
erhält man: 



\Brn\<2}\^n 

Es ist aber: 



(Xq-^-K) — Xq — nhxQ 



n—l 



Q)h-xl 



— m 



in n — m 






m 



Also wird: 



oo 



00 



+2l«»|[kol + |Ä|]"- 

m+1 



(4) \IL\<^n\Un\ \x,-\- 

Die Reihen aber, deren allgemeine Glieder 

«*n||^0 + *h ^d l«*i.| [|^ol + l*|] 
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fifind, konvergieren. Daher haben die Summen in (4) bei 
unbegrenzt wachsendem m den Grenzwert null und daher 
wird auch 

lim I Itm\ = 

und lim jR^^ = 0. Läfst man daher in (3) m unbegrenzt 
wachsen, so erhält man die zu beweisende Formel (2). 

Sat2. Wenn in der {fwr \x\<iQ konvergenten) Reihe: 

f{x) = Wo + «*i^ + «<2^^ H 

nicht alle Koeffizienten null sind, so kann f{x) zwa/r fü/r x = 
verschwinden j aber nicht in einer hinreichend kleinen Umgebung 
von X = 0. 

In der That, ist Un der erste von null verschiedene 
Koeffizient, so hat man 

f(x) = UnX"" + W„4.iiC»+l -j 

= X''[Un'\-Un^lX -\ ]. 

Der erste Faktor verschwindet für x = 0^ wenn w > ist, er 
ist nicht null für irgend einen anderen Wert von x. Der 
zweite ist eine stetige Funktion von Xj welche für x = den 
von null verschiedenen Wert Un annimmt; also ist sie auch in 
einer hinlänglich kleinen Umgebung von x = nicht null 
und dasselbe gilt für f(x). 

Satz, Wenn f(x) = 11^ + u^x + u^x^ -\ für von null 

verschiedene Werte x in jeder Umgebung von x = verschwindety 

so sind alle Koeffizienten Wo? %? ^2? * * * 5^^*^^ ^'^^' 
Dieser Satz ist eine Folge des vorhergehenden. 
Satz. Wenn die Reihe 

« 

f(x) = Wo + %^ + u^x^ -{- • • • 

für die Werte Xy deren Betrag kleiner als q ist, konvergiert und 
wenn f(x) für unendlich viele Werte verschwindet, deren Betrag 
kleiner als eine positive Zahl R <i q ist, so sind alle Koeffi- 
zienten null und f(x) verschwindet identisch. 

In der That, es giebt einen Wert Xq von Xj dessen Be- 
trag nicht gröfser als R ist, sodafs f{x) in jeder Umgebung 
von Xq verschwindet. Entwickelt man daher f{xQ + h) nach 
Potenzen von h, was gestattet ist, wenn | h \ kleiner als die 
endliche, q — iJ übersteigende Zahl q — |a;o| ist, so erhält 
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man eine Funktion von ä, die in jeder Umgebung von h =^0 
für von null verschiedene Werte h verschwindet und diese ist 
daher identisch null für jene Umgebung. Mithin ist f(x) 
identisch null für die Werte a?, welche durch Punkte inner- 
halb eines um Xq beschriebenen Kreises dargestellt sind, dessen 
Radius q — \xq\ ist. Betrachtet man jetzt einen zweiten 
Punkt Xi innerhalb dieses Kreises, so ist f(x) in seiner Um- 
gebung null, also ist es auch null für alle Werte von x, die 
durch Punkte innerhalb eines um x^ mit dem Radius Q — \xi\ 
beschriebenen Kreises dargestellt werden. Fahrt man so fort, 
so erkennt man, dafs f(x) identisch null ist für alle Werte x 
und daher sind alle Koeffizienten null. 
Satjs, Wenn die Beihen 

f(x) = -Wo + w^a; + u^x^ -j , 

q>{x) = Vq + v^x + v^x^ -^ 

fwr die Werte x konvergieren y deren Betrag Meiner als q ist, 
und wenn sie fwr unendlich viele Werte x übereinstimmen, deren 
Betrag kleiner als eine positive Zahl B<Cq ist, so sind die ent- 
sprechenden Koeffizienten in beiden Beihen einander gleich und 
die Beihen sind identisch. 

In der That, man braucht nur den vorigen Satz auf 
die Reihe 

fix) — fp{x) = (mo — t?o) + K — ^i)^ + (^ — «^2)^^ H 

anzuwenden. 

Satz (von Abel). Wenn die Beihe 

f(x) = Wo + Wio; + u^x^ H 

für den Wert Xq von x konvergiert (von dem wir annehmen^ 
dafs er auf der Peripherie des Konvergenzkreises liegt), so kon- 
vergiert f{x) gegen f{x^, wenn man x der Art gegen Xq konver- 

gieren läfst, dafs — nur reelle Werte annimmt und gegen 1 
konvergiert. 

In der That, nennt man (p{x) die Summe der ersten m 
Glieder der Reihe: 

(p(x) = Mo + «*i^ H h Um--iaf-^ 

und nennt tlf(x) den Rest der Reihe 

1I;(X) = UmX^ + «*m+iaf» + l H , 
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HO hat man 

Aber man kann ^(x) in die Form setzen: 

t{x) - «.:tj (i)"+ «.+,<+' (^)"+'+ • ■ ■ 
Man betrachte die Ausdrücke: 

Po = Wmicr» 

J), = «na:" -f- Um+ia:^"^' + «m+B3:"+* 

und nenne p den gröfsten ihrer abpoluten Beti^e oder deren 
obere Grenze; dieae existiert, da jede der- Gröfaen Pa, Pi, ■ - ■ •• 
endlich ist und da mit wachsendem Index 

lim i>, = * (xo) = f(Xo) — q> (x^) 
^'ise endliehe Zahl ist. 
Setzt man noch: 

r, = M,„a;" + «„+!<+' (^)h 1- m™+ »<"*"" (^)", 

fio hat man 

>•. - p. + fa - A) (^) + ta - ft) (i)'+ • • ■ 

oder: 

••■-ft[i-f]+i'.[|-(f)'] + --- 

+^.-.[(^r'-(5)"]+^-©- 

Nimmt man auf beiden Seiten die absoluten Beträge und 
beachtet, dafs die Klammem reell und positiv sind und daTs 
auch die Beträge von p^, p^, ■ ■ ■ p«— i, pn nicht gröfser als p 
sind, 30 hat man: 

i..i<.[i-i+5-(5)' + -+©-*-(t)-+©-]- 

oder: 

\rn\<p. 
Läfst man n unbegrenzt wachsen, so wird 
lim [r,| = |limr„| <p. 



^0 



Komplexe Veränderliche. 221 

Nun hat tnan aber 

X*) = (^)"* lim ^n . 

Nimmt man daher auf beiden Seiten die Beträge und bedenkt, 
dafs — reell und Meiner als eins ist, so wird: 

Da aber die Reihe f{x^ konvergiert, so kann man m so grofs 
wählen, dafs in dieser Reihe die Summe einer beliebigen Zahl 
aufeinander folgender Glieder von dem mit dem Index m an, also 
auch die Zahlen ^(^,^1, • • •, absolut kleiner als eine beliebig kleine 
Zahl o sind. Daher ist auch ihre obere Grenze ^ ^ o. Also 
kann man zu einer beliebig klein fixierten positiven Zahl o ein 
m bestimmen, sodals der Rest der Reihe für f{x) vom m + 1*®" 
Gliede an absolut kleiner als o wird, welches auch der Wert 

von — ist, wenn dieser nur reell und kleiner als 1 ist. Mit 

anderen Worten, die betrachtete Reihe hat komplexe Glieder; 

werden diese aber als Funktionen der reellen Veränderlichen — ^ 

zwischen und 1 betrachtet, so ist sie gleichmäfsig konvergent. 
Dies vorausgeschickt haben wir: . 

f{x) =q>{x) +^W, 

wir erhalten also 

A^o) — fip^) — 9>(^o) — 9>(^) + *K) — ^(^)- 
Man kann m so grofs wählen, dafs '^{x^ und ^(a?) absolut 
kleiner als o sind, man kann femer. a? so nahe an x^ an- 
nehmen, dafs 

wird; denn (p{cc) ist eine stetige Funktion von x. Also kann man 

\f{x^)—f{x)\<(o''\-2to 

beliebig klein machen und daher wird 

lim fix) = f{xQ), 
w. z. bew. w. 

Der vorstehende Satz, läfst sich bei vielen Fragen an- 
wenden. Hierftir ein Beispiel. 
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Satis. Wenn die Beihen 



^07 ^i; ^2; • • • 

konvergieren tmd auch die Reihe 

honvergiertj so ist die Summe dieser JEteihe gleich dem Produkte 
der Summen der beiden gegebenen Reihen (vergl. Nr. 145). 

In der That, ist x eine positive Zahl kleiner als 1, so 
konvergieren die Reihen 

Ug, u^x, u^x^, ' • • 

Vq, v^x, v^x^, • • • 

und daher auch die Reihen ihrer absoluten Beträge. Aus dem 
Satz der Nr. 145 sehliefst man daher für a; < 1 : 

(wo + u^x + u^x^ H ) (Vq + v^x + v^x^ + • . •) 

= Wq -{- W^X + ^2^ + • • • • 

Man lasse jetzt x gegen 1 konvergieren. Nach dem vorigen 
Satze konvergieren dann die Reihen 

Uq + Uj^X + u^x^ H 

Vq + V^X + ^2^^ + • • • 
^0 "f" %^ + ^2^^ + • • •? 

beziehungsweise gegen die Summen der gegebenen Reihen und 
daher wird 

K + % + «<2 + ---)(^o + Vi + t;2 + ...) = w;o + t(;i + «c;jH , 

w. z. bew. w. 



Siebentes Kapitel. 
Unbestimmte Integrale. 

§ 1. Begriff des unbestimniten Integrales. 

161. Eine Punktion F{x\ deren Ableitung f{x) ist, heifst 
die primitive Funktion oder das Integral von f(x) oder des 
DiflFerentiales f{x)dx und man schreibt: 

F{x) =ff{x) dx. 

Nach der Definition ist diese Gleichung gleichbedeutend mit 

der folgenden 

F\x)^f{x). 

Besitzt f{x) ein Integral, so hat es auch unendlich viele; 
denn jede Funktion F{x) + G hat ebenfalls die Ableitung 
f{x)j wenn G eine Konstante bedeutet; umgekehrt unterscheidet 
sich jede Funktion, deren Ableitung f{x) ist, von F{x) nur 
um eine Konstante und hat daher die Form F(x) -j- C. 

Der Ausdruck F(x) + G heifst, solange man G nicht 
einen besonderen Wert erteilt, das allgemeine Integral von 
f{x)dx, weil, wenn man G verschiedene Werte erteilt, man 
alle Integrale von f{x)dx findet, deren jedes auch ^va 'partiku- 
la/res Integral hei&t. Die Integrale, mit denen wir uns gegen- 
wärtig beschäftigen, pflegen unbestimmte Integrale genannt zu 
werden. 

162. 8at0, Wenn die Funktion f(x) in dem Intervalle 
(a, h) stetig ist, so gieht es eine und nwr eine Funktion^ die in 
dem Intervalle (a, 6) definiert ist, deren Ableitung f{x) ist und 
die einen willkürlichen gegebenen Wert für einen gegebenen Wert 
der Veränderlichen annimmt 
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Es Bei z. B. a -Cb und es seien 

x^ = a, x^, ^i, ■ ■ ■ 3;™— 1, a^n. ■= ft 
wachsende Werte Ton x, die das Intervall {a, fc) in b Teil- 
iotervalle zerlegen. Man bezeichne allgemein mit l{ci, ß) und 
i.{a, ß) die obere, beziehungsweise untere Gfrenze der Werte, 
die f{x) annimmt, während z im Intervalle (ä, ß) variiert; 
diese sind dann zugleich das Maximiun und das Minimum 
CNr. ^1). Es sei qi{x) eine Funktion, die im Intervalle (a, b) 
folgendermafsen definiert ist: 

Für X = a wird ^{a) ^ Ä, wo A eine willkürlich gCr 
wühlte positive Zahl ist; in dem Intervalle (o, x^) einschliefslich 
(lei- Grenzen sei; 

^{x) = Ä -\- {x — a)l(a, Xf}, 
in dem Intervalle (3;^, a;,) aei: 

ip{x) = <f,{xi) + (a; - a;,) l(x^, x^) 

= A + (x^ — a}l{a, x^) + (x — x^) l(Xi, x^) 
und al^emein sei im Intervalle (xr—i, x,): 

(p[r)=^iXr-i)-\'{x — Xr--^l{Xr-i,X;) 

'=A-\-{xi — a}l{a, x^) -\- (x^ — Xi)K^i, ^t)'\ 

+ («,^,-i,_,) ({»,_„ i,_,) + (a;-i,_,) i(x,_,; m,). 
Die Zahlen l(a, x^), l(xj^, x^), ■ ■ ■ sind alle zwischen l(a,h) 
und i.(a, b) enthalten, man erhält daher: 

A 4- l(a, b) (x — a)^ q>{x) ^A + X(a,b)(x — a). 

Die Natur der Funktion ip{x') Mngt von der Wahl der 
^^'^ rte x^, x^, ■ ■ ■ ab, die zwischen a und b eingeschoben sind, 
umi erteilt man der Veränderlichen x einen festen Wert, 
variiert aber auf alle mögliehen Arten x^, x^, ■ ■ ■, so wird 
(f{.r) im allgemeinen unendlich viele Werte annehmen, die alle 
zwischen endlichen Grenzen enthalten sind, wie dies aus der 
letztec Ungleichung hervorgeht. Es sei F{x) die untere Grenze 
der Werte, welche fp{x) annimmt, wenn man x fest läfat, und 
die Teilung in dem Intervalle {a, b) verändert. Ich behaupte 
dann, dafs die Funktion F{x), welche für j; ^ a offenbar den 
Wert A annimmt, zur Ableitung f{x) hat. 

In der That, man gebe x zwei Werte Xj und 2, und es aei 
X. >X,; führt man nun eine willkürliche Teilung des Inter- 
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valles (a, 6) aus und berechnet den zugehörigen Wert von 
(p(x)y so wird, wenn X^ in das Intervall (iPr~i, ^r) und X^ 
in das Intervall (Xs—iy x^ fällt: 

9)(Zi) = A + {x^ — a)l{ayX^-^ f- (X^ —Xr^i) l (a?r-i, iCr) 

und 

ip{X^=A + {x^ — a)l{a,X^-^'''-\-{Xr — Xr-'i)l{Xr-i,Xr)+-' 

Man teile nun das Intervall {Xr—iy Xr) in die beiden Unter- 
abteilungen, (a?r—i, Xi) und (Xi, Xr) und das Intervall (ic,— i, x^) 
in die beiden (a?,-.i, Z2) und (Zj, a?,) und es sei (p\x) die 
g)(Ä;) analoge Funktion, welche dieser neuen Einteilung des 
Intervalles (a, b) entspricht. Dann wird: 

g>XX^) = ^ + (a?! — a) Z(a, a;i) H h (^1 — «r-i) K^r-i, XJ 

und: 

9'(^) = ^ + (iCi — a) Z(a, arj) H h Ä — «r-i) l(xr-.i, XJ 

Vergleicht man daher die Ausdrücke von 9)'(-^i) ^^^ ^(-^i) 
und beachtet, dafs l (a?r— 1, X^) ^ Z {Xr-^iy x,) ist, so erhalt man: 

9>'(^i)^9>(^i)- 
Vergleicht man ebenso q)\X^ und 9)(^) und beachtet, dafs 

(Xi — Xr-l) K^r-l, Xj) + (a?r — XJ Z (Xj, ^Jr) 

^ (rTr — aJr-l) Z {Xr-iy Xr) 

und 

ist, so folgt 

Andrerseits hat man 

9>'Ä) — 9>'(^l) = (^r — Xi) Z(Xi, Ä^r) H 

+ (Xa — iC,_i)Z(iP,«i, Xg); 

setzt man für l{X^y iCr) • • • ?(ic*— 1, X^) das eine Mal den Wert 
Z(Xi, Xj), den sie nicht übersteigen, das andere Mal den Wert 
A(Xi, Xj), den sie nicht unterschreiten, so erhält man: 

(2, - X,) 1{X„ X,) ^ 9'(^) - 9'W ^ Ä - ^i) ACX,, X,). 

Genoochi-Peano, Diff.- n. Integfral-Bechnung. 15 
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Diese Ungleichung zerlegt sicli in die zwei: 

(a) f-(X,)£ ^XX,) + (Z, - Z.) l (X„ Z.) 
und 

(b) <f\X,)^v\X,) + (X,-X,)l{X„X,). 

Nun ist aber F(X^ die untere Grenze der Werte von 
fiX^ und daher auch die der Werte ip'{X^), also wird 
if'(Ji^'^F{X^. Da aber tfi'(X^^ip{Xy) gefunden ist, so 
erhält man aus der Ungleichung (a): 

J(Z,) ^ »(X.) + « - Z.) I(X„ 2,). 
Dti diese Ungleichung för alle Werte von ^(X,) erföllt ist, so 
l^ilt sie auch noch für die untere Grenze F{JL^ und es wird: 

F(X,) S F{X,) + {X,-X,)l{X„X,) 
und daher 

In ähnlicher Weise erhält man aus der Ungleichung' (b), 
wenn man beachtet, AaiB<p{X^'^fp'{X^) und9)'(2^)^ir(X,)i8t: 

f (2,) ^ F(X,) + {X, - X,) I. (Z„ X,). 
Daher wird auch FiX^, die untere Grenze von 9'(X,), gröfser 
oder gleich der rechten Seite: 

j(Z,)i J?(X,) + (Z,-Z,)/(X„ X,) 
lind also: 

Die Relationen (a') und (b') geben Yereint: 

((X,, x,)^£ S)~^'^' s>(x„ X,). 

Diese Formel ist zwar unter der Bedingung X, > X^ be- 
wiesen, aber da in ihr X^ und X^ symmetrisch auftreten, so 
kann man diese Bedingung fortlassen. Setzt man in ihi' 
Xi = z, X, = a; -f- Ä, so erhalt man: 



\-h)-F{ß) 



^X{x,x-\-h). 



Läl'st man jetzt h null werden, so folgt aus der Stetigkeit 
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lim l(x, X -\- hy= lim A (a:, a; -f- Ä) = f(x) 
und daher wird: 

Die Funktion F(x) besitzt also eine Ableitung und diese ist f(x), 
' Auf diese Weise ist also eine JWktion F(x) gefunden, 
welche für x = a einen willkürlichen Wert Ä annimmt und 
deren Ableitung f(x) ist, wie wir zeigen wollten. 

§ 2. IntegTationsregeln. 

163. Aus den Formeln, welche die Differentiale der Funk- 
tionen geben, erhält man leicht andere Formeln, welche die 
Integrale jener Differentiale liefern. 

So erhält man z. B. aus der Formel: 

d r-r = X^dx, W =4= 1, 

das Resultat: 

[1]. /x-rf.. = ^+C, 

die für jedes n gilt aufser für w = — 1. 

Nimmt man a; > an, so wird: 

7 1 dx 

dlogx = — , ■ 
hieraus erhält man 

^'** — log a; + C. 



ß 



X 

Ist ic < und daher — x positiv, so hat man: 

7 1/ \ d ( — cd) dx 
d loff (— x) = — ^ = 

ö ^ / — X X 

Also wir<J für negatives x: 

te=log(-a;)+a 
J ^ 

Übrigens faUt diese Formel mit der vorigen zusammen, wenn 
man imaginäre Gröfsen einführt; denn , dann unterscheiden 
sich log X und log ( — x) nur um ein ungerades VieKaches von 
jtiy das heifst um eine Konstante. Man erhält daher: 

16» 



1 
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{2]f^ = logx + C=log(-x) + C=^log(a^)-\-C, 

WO a'ber die verschiedenen Eonstanten nicht denselben Wert 
haben. 

Man kann das Integral / — auch aus dem I x^dx her- 
leiten , indem man n gegen — 1 konvergieren läfst. Um die 
Richtigkeit davon zu erkennen ^ betrachte man von den un- 
endlich vielen Werten von Cx^dx denjenigen, welcher fiir 

x=l verschwindet; dann wird: 



/ 



xl^dx = 



n + 1 

Läfst man n gegen — 1 konvergieren, so wird der Grenzwert 
^er rechten Seite, den man durch Differentiation von Zähler 
und Nenner nach n erhält, gleich log Xy also der Wert von 



/ 



— , welcher für x = 1 verschwindet. 
164. Ähnlich erhält man aus der Formel 

e?arctanga: = 



l + x* 
das Resultat: 

[3] J j^^, = arc tang x + C. 

Aus den Formeln: 

d arc sin a; = , , d arc cos x = — 



1/1 — a;*' yi— ä;* 

erhält man 

r41 I , = arc sin a? + C = — arc cos x 4- C. 

wo die beiden Eonstanten nicht einander gleich sind. Diese 
beiden Ausdrücke lassen sich aber leicht auf einander zurück- 
führen; denn es ist: 



arc sin x -f- arc cos x = 



n 



2 

und also unterscheiden sich arc sin x und arc cos x nur um 
eine Eonstante. 



ünbestiixmite Integrale. 229 

Wir wollen noch die folgenden Integrale erwähnen: 
[5] Je^'dx = 4^ + 0, 

[6] / Gos axdx= — sin ax-^-C, 1 siD.axdx= cosaic+(7. 

165. Die Summe 

j q>{x)dx '\' I i{f(x) dx — / x{^) äx 

hat die Ableitmig 

fp{x) + ^{x) — x{x) 
und daher wird 

[7] J\.q>{x) + i\,{x)-x{x)'\dx 

= / 9(ic) die + / ij{x) dx — / %{x) dXy 

das heifst: Das Integrcd einer algebraischen Summe ist gleich 
der Summe der Integrale, 

Das Produkt aj f(x)dx hat zur Ableitung af(x) und 
daher wird: 

[8] / af{x) dx = a I f{x) dx 

oder: Das Integral des Produktes aus einer Konstante und einer 
, Funktion ist gleich der Konstanten med dem Integrale der Funktion, 
Die Formeln [1], [2], [7] und [8] gestatten das Integral 
einer jeden Punktion der Porm: 

aic"* + ^^^ + ^^^ + • • • 
zu berechnen, wo a, &, c • • • beliebige Konstante und m, w, p • • • 
von — 1 verschiedene Konstante sind und man erhält: 

Jede ganze Punktion läfst sich auf die vorstehende Porm 
bringen, in der m, w, ^ • • • ganze positive Zahlen sind. Man 
schliefst daraus: 

Das Integral einer ganzen Funktion ist wieder eine ganze 
Funktion, 

166. Setzt man in j f(x)dx ein x = q>(t)y so wird dieses 
eine Funktion von t und da sein Differential immer noch 
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f{x) ds: ist, wo aber jetzt x = ip(t), dx = <p'(fy dt zu setzen 
iat, so soMiefst man, dafs: 

ist und man Ijat bo das gesuchte Integral in ein anderes 
tratiaformiert vermittelst einer Änderung der Veränderlichen. 
Kann man das zweite Integral auefUhren, so braucht man nur 
t durch seinen Ausdruck in x zu ersetzen, um das erste zu 
erhalten. 



Beispiel. Es sei / — - zu berechnen. Setzt 

- a = t, also dx = dt, so erhält man 

r^ — r^-fi-dt. 



(»-1)1—' 

Setzt man für t seinen Wert, so wird daher: 

Diese Formel gilt für m =f' 1. Im Falle j» ^ l hat man: 
J-^^-ß-^^- log(x-a)+C,- 
oder = .log (a — x) + C, 

oder -|log(«-<.)' + 0. . 

167. Aus der Formel 

d(ttv) = udv -\- vdu, 
in der M und v Funktionen von x sind, schlierst man 
/ vdu 



UV = f udv -\- f v( 
j udv = uv — II 



du. 

In dieser Formel besteht die Methode der teilweisen Inte- 
gration. TTm sie anzuwenden zerlege man das zu integrierende 
DiSerential in zwei Faktoren, in einen endlichen m und in einen 
zweiten dv, der das Differential einer leicht zu bestinmienden 
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Funktion ist. Das gesuchte Integral ist dann in zwei Teile 
zerlegt, yon denen der eine bereits integriert, der andere mit 
dem Integralzeichen behaftet ist. Ist dieses neue Integral ein- 
facher als das vorige, so hat man eine nützliche Anwendung 
dieser Methode gemacht. 

Beispiel Es sei gesucht Cx'^logxdx. Man setze: 

u^=logXy dv ^= af^dXy 

dann wird 

, dx a^-^^ 

du = — , V = 



X ' w+ 1 

und man erhalt: 

I a^ lOff XdX = TT lOR ^ f T-T . 

oder: 



§ 3. Integration der rationalen Funktionen. 

168. Jede gebrochene rationale Funktion läfst sich auf 
die Form bringen: 

fix) ' 

wo F(x) und f(x) ganze Funktionen von x sind. 

Ist der Grad des Zählers gröfser oder gleich dem des 
Nenners, so dividiere man F(x) durch f(x). Es sei Q der 
Quotient und B der Rest; dann wird: 

Fix) _^^ Ä 



fix) ^ ' fix) 

Integriert man, so läXst sich jQdx ausfuhren und wir sind 

also auf die Integration eines Sruches gefuhrt, dessen Zähler 
von niederem örade als der Nenner ist. Um diese Integration 
auszuführen, brauchen wir die algebraische Theorie der Zer- 
legung der gebrochenen Funktionen in Brüche der Form 



die PaHialbrüche heifsen. 



(a? — ar' 
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169. Es sei daher jetzt der Grad von F{x) kleiner als 
der von f{x). Es sei a eine Wurzel der äleicfatmg fix) = 
und f( die Ordnung ihrer Tielfochheit. Setzt man dann: 

«l)-(:.-«)-v(l), 
so igt ip{x) ein durdi z — a nicht teilbares Polynom und 
(l»ber <li(a) ^. 0. . 

Die Gleichung: 

■FW ^ A . rw J__ 

A«) (. _ o)" "^ (I _ a)" ,(i) (, - a)" 
gilt, welcheB auch Ä sein mag und man erhält aus ihr: 
Fix) A Fli) — A<fix) 

. M (»-»)■ "^ («-»)VW ■ 
Man bestimme jetzt die Konstante A so, dafa der Zahler 
des zweiten Bmchee auf der rechten Seite durch x — a teilbar 
vird ; hierfür ist notwendig und hinreichend, dafs er für x = a 
verschwindet und man hat die Gleichung: 
F{a) — Afia) == 0, 
aus der eich ergiebt: 

<f{a) 

Dieser Wert ist endlich, da if>(a) nicht null ist. Nachdem 

man so A bestimmt hat, kann man den zweiten Bruch ver- 

einfachen; setzt man 

F{x) - Aq>{x') = (x — a)F^ix), 

so erhält man: 

F(x) _^ A F,{x) 

m {x-a)"'^ {x-a)—\{x)' 

und es wird der Grad von Fy{x) niedriger als der des Nenners, 
da der Grad von Fix) — A<f{x) kleiner ist als der von 
{x — a)" if>{x). 

Ist a > 1 , so verfahre man mit dem zweiten Bmche auf 
der rechten Seite wie soeben mit dem gegebenen; man er- 
hält dann: 

J'.(^) A I J'.W 
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Fahrt man so fort, so ergiebt sieb: 

F(x) ^ Ä A, , ^g-l ■ G(x) 

f(^) (x - a)« "^ (a; - af'^ "*" "^ x-^a '^ tp{x) ' 

wo G(x) ein Polynom von niederem örade als (p(x) ist. Der 

G-(x) 
neue Bruch — t-t enthalt nicht mehr die Wurzel a. Ist aber 

b eine /3- fache Wurzel von /*(ic) = und also auch von 

fp(x'^ = Oy 80 kann man in älmlicher Weise ——- zerlegen. 

Fährt man so fort und sind a, &, • • • Z die Wurzeln der Glei- 
chung f(x) = 0, a, /3, • • • A die Grade ihrer Vielfachheit, 
so wird: 

F{x) ^ Ä i . A , , ^g-i 



f{^) {x — af ' (a; — a)"-^ ' ' ^ — « 

-L. •" -i_ ^1 4- . . . -i_ p — ^ 

^ Qc^hf^ {x-^hf-^^ ^ x—h 

und auf diese Weise ist der gegebene Bruch in Partialbrüche 
zerlegt. 

170. Sind die Wurzeln a^b^'^l von f(x) = einfach, 
so hat man: 

Z(^==^^ + ^_ + ... + ^_. 

f(x) x — a ' a; — & ' ' a; — Z 

Die konstanten Zähler erhält man durch das angegebene 
Verfahren. Setzt man also: 

f(x) = (x — a)ip{x), 
so wird 

(p{a) 

Diflferentiiert man aber die vorige Gleichung, so hat man: 

f\x) = (x — a) q>Xx) + 9 (x), 

setzt man also x = a, so wird 

fia) = q>(a) 
und daher 

f'(fl) 
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Ähnlich erhält man: 

Diese neuen Formeln sind oft für die Rechnung bequemer, 
weil man häufig leichter die Ableitung yon /"(«), als seine 
Quotienten mit den Nennern x — o, X — 6 ■ ■, bilden kann. 
Ist 

f(x)-{x-a){x-h)■■■(x-^, 
so wird 

»■W -IS; -(*-*)(»'-«) ■■■(*-') 

und daher 

„M — ZW JM ■ 

''W »(») (.-S)(a-c)...(a-I)' 
Ähnlich wird: 

7, J'W , _ -Tg) 

(i.-a)(l.-e)- -(6-1)' " lf-a){l-l,)-- 

Setzt man diese Werte in die erste Formel ein und multi- 
pliziert mit f{x), 80 erhält man; 

_ (i-i) ■d-i) „, - , ( «-<.)(»-t)--( i-l) „,„ , 

-FW - („_i,)...(„_i) ■''W + (6_„,(s-,),..(s_i) n'). + ■ ■ • 

(: .-a)(a:-li)... _,„ 
+ -(!_.K,_6)-..-Fffl- 

Diese Gleichung liefert ein Polynom F(x), ausgedrückt durch 
die Werte, welche ea an den Stellen a,i>, • • ■ l annimmt, deren 
Zahl um 1 gröfser ala der Grad von F(x) ist. Diese Formel 
ist bekannt unter dem Namen der L^rangeschen Interpola- 
ti onsi'ormel. 

171. Die Differentialrechnung liefert nützliche Methoden 
um die Zähler der PartialbrQche auch im Falle der vielfachen 
Wurzeln zu bestimmen. 

Behält man die vorigen Bezeichnungen bei und multipli- 
ziert die Gleichung: 

m (x _ af ""' (:>: - «)"-• ""' '^ x - a ^ ^{x) ' 
in der f(x') ^{x — a)''q>{w') ist, mit (x — a)", so erhält man: 
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Setzt man in dieser Gleichung rc = a, so reduziert sich 
das dritte Glied der Gleichung auf A, während das erste die 

unbestimmte Form — annimmt; man. kann seinen Grenzwert 

nach den bekannten Methoden bestimmen. Differentiiert man 
aber erst die Gleichung und setzt dann x = a, so reduziert 
sich das dritte Glied auf A^ und man erhält zwei Ausdrücke 
für A^ u. s. w. 

Man kann auch bemerken^ dafs die letzte Formel die 
Entwickelung von —^ in ein Polynom giebt, das nach 

steigenden Potenzen von x — a geordnet und durch das Rest- 

Gix) 
glied {x — aY — ^ der Taylorschen Formel vervollständigt 

ist und dafs dieses entweder aus der Taylorschen Entwicke- 
lung oder durch algebraische Division erhalten wird. 

172. Nachdem man die Zerlegung von -~-^ in Partial- 
brüche erhalten hat^ bekommt man sein Integral^ indem man 
auf die Formeln zurückgreift: 

Adx * A 



fi 



(x — af • (a^i)(x — a) 

und 



^ziT + für . a > 1 



=^ ^ Älog(x - ay + C. 

Man schliefst hieraus: 

Jede ganze rationale Funktion läfst sich du/rch rationale 
FmMionen und Logarithmen integrieren^ sobald man oMe Wurzeln 
des Nenners als bekannt ansieht 

Das Vorige gilt, mögen die Koeffizienten von F und f 
reell oder imaginär sein. Sind aber die Koeffizienten und 
ebenso x reell und hat f{x) imaginäre Wurzeln, so ergiebt 
sich das Integral zusammengesetzt mit imaginären Zahlen 
und es ist bequem dies zu vermeiden. Zu diesem Zwecke 
beachte man, dafs wenn ä eine «-fache komplexe Wurzel von 
f{x) = ist, dafs dann auch die zu a konjugierte Zahl, die 
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wir l nennea vollen, eine «-fache Wurzel der Oleichimg ist 
Daher sind die beiden Glieder 

A j -B 

und r 

(x-ä)' (x-b)" 

konjugiert und ihre Int^p^e für £ > 1 : 
.und 



,i_])(a;_a)*-^ ■ (i_i)(a;_6)*-» 

ind ebenfalls konjugiert imi^in&r und ihre Snmme ist reell, 
let k=l, so hat die Summe 



zum Integral: 

^log(a.-o)+Slog(a;-6). 
Setzt man daher 

a ^ p -^ qi, b^p — gi, 
Ä = h-\-ki, B^h — hi, 
so wird das Int^ral: 

(A + hi) log (x — p — qi) + (Ä — **) log (x — p + qi), 
diea ist nach bekannten Formeln: 

(h + ti) [log y(«-D)' + g> - i arc taug j^] 
+ (h-ki} [log y(x-p)' + q' + i are tang j^] . 
Dies wird einfach: 

i log[(a: -j,)> + 3l + 2* arc taug ji^, 

alao ein Ausdruck, aus dem die imaginären Zahlen ver- 
schwunden sind. 

Übrigens kann man dieses Int^ral auch erhalten ohne 
durch das Im^näre hindurchziehen; denn bringt man alles 
auf denselben Nenner, so hat man 

^ , _B_ ^ 2 iHx-p)-k q 

und das Integral hiervon ist gleich der Summe der beiden 
Integrale: 
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und 






Dies ist auch: 



+ 24 arc tang _ ; 

denn — arc tang z und + arc tang — unterscheiden sich nur 
um eine Eonstante. 

173. Beispiele. 

Bedient man sich der vorigen Bezeichnungen, so hat man: 
F(x) = l, f(x) = l—x^, o==l, 6 = — 1; 
f'(^^ 2a; A-E^^ ^ J- B-Z^^-l 

_i_=ir-j L.] 

1— «* 2 Lx + l «— iJ' 

— g , , ■ ' , oder, wie man auch schreiben kann, 

/adx 

Ist ac — 6^ > 0, so setze man ax -j-h = Yac — b^ • ^; 
dann wird: 

/dx 1 r dz 1 . , ^ 

— n-Tra — i — = . I 9 I ^ = arc tang is 4- C 

ax^+2bx + c yac — b^J ^*+l >/ac — 5* /^ 

und schliefslich 

ax^+2bx+c~ yi^^~zf^ *^^ *^^ yöc -^ "^ 

Ist umgekehrt ac — 6^ < 0, so setze man 

ax -{-h = yW—~äc ' 0] 



dann wird: 



i' dx 1 r dz 1 , x~l . 






^> J dx-+lhx +,"''■ 

Dies zerlegt sich in die Summe zweier Int^rale: 



und: 



/ a , ag — bp f dx ' 

I wir vorher erhalten hatten. 
4) Allgemeiner bann man das Integral 



/' 



5.«"4-9i*" 'H |-S„ 



wo iler Orad des Zählers nm eine Einheit niedriger ist als 
der des Nenners, in die Summe der zwei Integrale zerlegen: 



iA 

"'•y 



- log (So^ + äia?*-^ + ■■■■ + 3-) 



'fcft — (« — l)9iy.]j^'' ' + ■ 



In dem zweiten Integrale ist jetzt der Örad des Zahlers um 
zwei Einheiten niedriger als der des Nenners. 

wo /'(.r) eine ganze Funlrtion TOn niederem als «*™ Grade iet. 
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Geht man auf die Taylorsche Formel zurück, so hat man: 

m = m + (^ - a)r{a) + ^^^ r(a) + •.• • 



2! 

n— 1 



Hieraus erhält man 



{x — aT {x — af ' l!(a;— af-^ ' ' {n—l)\{x — a) 

und daher: 



/i 



(a;— «)" (w — !)(« — a)"~^ (n— 2) (« — «)"-* 



174. Die Zerlegung eines Bruches in Partialbrüche kann 
man auch erhalten mit Hülfe des folgenden Satzes. 
Satz. Sind 

teüerfremde Polynome vom Orade m und n und ist 

eiw6 ^an^e^e J'wwÄfew vow niederem als m + n^®" Grade, so kann 

man den Bruch: 

F(x) 

in die Summe zweier Brüche zerlegen: • 

F(x) _ P Q 



(p{x)ilf{x) q>(x) ' ilf(x) 

WO P und Q ganze Funktionen sind, deren Grade niedriger als 
die der Nenner q)(x) hezw, tl}(x) sind. 

In der That, eliminiert man aus den m + w + 1 Gleichungen: 

F{X) = «0^"*+'*^' + «1^+'*-' H (- Om+n-l 
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dii: w + « Gröfsen 

3?"+"-ij a^+"-*, ■ ■ ■ aP, 
die in ihnen linear auilreten, ao erhält man: 
F{x), Oo, o„ ■ ■ ■ fl™+,_i 
"'vW- Po! Pi, ■■■ 



y(:r), 0, 0, 







i>{x), 0, 0, 

Entwickelt man diese Determinante nach der ersten Ver- 
tikale, so erhält man: 

AF{x) + {A,3f^-^ + ■ . ■ + A) 9(^) + 

+ C^+ia?"-' + ■ ■ ■ + A.+.) ./-(«) = 0. 
Die Konstante ^ ist die Sabdeterminante von i^(^) und 
daher nicht nvdl; denn diese ist die nach der Sylvesterschen 
Methode berechnete Resultante der beiden teilerfremden Funk- 
tionen 91(3;) und ^{x). Löst man daher die letzte Gleichung 
nafh F{x) auf, so erhält man: 

j(i)_e»(i) + p*(«), 

wo i* und Q Polynome n — l**" und m — l"" Grades sind-, 
daher wird: 

F{x) _ -P , tf 

w. z. bew. w. 

Wendet man diesen Satz mehrmals an, so schliefst man 
aus einer Zerlegung von fix) in teilerfremde Faktoren: 



I;i('3 man den Bruch 






m 



rl^en kann i 



Pn ganze Funktionen sind, deren Grade niedriger 
itsprechenden Nenner sind. Man erMlt daher: 



wo Pi, Pg, ■ 

als die der 
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Im Besonderen erkennt man, wenn man die Wurzeln von 
f{x) == und mit ihnen die Zerlegung kennt: 

f(x) = {x — a^y^ (x — ag)«* • • • (a: — a«)«»» , 
dafs 

wird. Die Integrale auf der rechten Seite kann man in end- 
licheir Form angeben [Nr. 173, 5)]. 

F{x) 



Es sei in 



der Grad des Zählers um zwei Ein- 



H^ 



(p{x)ip(x) 

heiten geringer als der des Nenners [Nr. 173, 4)], (p und ^ 
seien teüerfremde Polynome gleichen Grades und man setze: 

g)\x) g)(x) 

7l^\x) ^{x) 

dann ist es bequem F{x) zu zerlegen in: 

F{x) =»AH+ Qq>{x) + Ptix). 

Man erhält dann 

(p(x)'il){x) ^9(^) 'if){x)/ ' q>{x) ' if>(x) ' 

dabei bedeutet Ä eine Konstante und P und Q sind Polynome, 
deren Grade wieder um zwei Einheiten geringer sind als die 
des zugehörigen Nenners. Daher erhält man durch Integration: 

Um z. B. das Integral / -^^ rfic zu zerlegen, wo: * 

A = üqX^ + 2aiir + c^a? 
B = hQX^ + 2&i^ + 62, 
C = CqX^ + äcja; + ^ 
ist, setze man: 

Benutzt man die Identität, die sich aus den letzten Gleichungen 
durch Elimination von a;*, a?, ofi ergiebt: 



H = 



\x^ + 2Äja? + Äg. 



Genocchi-Peano, DifF.- u. Integral-Rechnung. 



16 



= 0, 
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Ä a^ Ol a^ 
H \ k^ h^ 

C c^ c^ c^ 
so erhält man 

Aihbc) — H(abc) + B{ahc) — G{ahV) = 0, 
w(j die Symbole {hbc), (abc) ■ ■ ■, die Subdeterminanten von 
Ä, H,- ■■ bedeuten. Hieraus fo^, wenn (hbc) =(= iat: 

J BC ^^ ~ (hbc) 2 '**» C ^ (Aöc) J B (hhc)J C 
Wenn der Leaer die Theorie der inVarianten Bildungen 
kennt, bo erkennt er aua der Formel (*), dafs aich auch die 
drei Integrale invarianter Eigenschaften erfreuen und dafs auch 
Aj P, Q invariante Bildungen (Invarianten oder Kovarianten) 
von F, <p und i> aind. 

Wie bereits gesf^, kann man das Integral / -^r— - dx nur 
(Innn auaführen, wenn man die Wurzeln des Nennera kennt. 
Man kann jedoch, wenn f(x) vielfache Wurzeln hat, das 
Integral in einen algebraischen Teil zerl^en und in ein oder 
mehrere Integrale von gebrochenen Funktionen, deren Nenner 
lauter einfache Wurzein hat. In der That, die Algebra lehrt, 
dai's man durch suceeasive Diviaionen solche Polynome 2i,Xai"";i> 
erhalten kann, dafa 

f{^) = XiXs' Zs^ ■ ■ ■ Z"'"* 
wird; dabei aind ^d In ' ' ' %«• paarweise teilerfremd und jedea 
7 hat nur einfache Wurzeln. Daher erhält man: 






V- + f , + fi + ■ ■ ■ + 7^ 



und das gesuchte Integral iat auf eine Summe mehrerer Inte- 
grale der Form zurückgeführt: 



ß 



Es sei x' ^ie Ableitung von % ^^^ ^^^ bestimme zwei 
Polynome U und V, sodafs: 

r-Ut + Vx 
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wird. Dies ist auf unendlich viele Arten möglicli^ solange 
man keine Voraussetzungen über die Grade von ?7 und V 
macht. In der That, % und % sind zu einander relativ prim, 
da ;u nur einfache Wurzeln hat. Nach dem bewiesenen Satze 
katin man also zwei Polynome M und N bestimmen, sodafs: 

1 = üfx + Nx' 
wird. Multipliziert man diese Gleichung mit P: 

P = PMx + FNx 
und fiigt dazu die Identität: 

= Wx'x - Wxz, 
wo W irgend ein Polynom ist, so erhält man 

P=^(PM+Wx')x + iPN-Wx)x' 
oder 

P=Ux + rx'. . 

Wegen der Willkürlichkeit von W giebt es unendlich viele 
Polynome [7, F. 

Man erhält daher: 

P ^ Ux+Vx ^ u . Vx' 

%" z" %"-' z" 

und: 

/— dx= i r dx + I — ^ dx. 

Durch teilweise Integration des zweiten Integrales der rechten 
Seite erhält man aber: 



r]Y^ F ■ 1 r r- 



dx 
und daher: 



J Z" {n-l)x''-' 'J X"" 



n — 1 7 
— dx. 



Auf diese Weise hat man das vorgelegte Integral durch eine 
rationale Funktion und ein neues Integral ausgedrückt, welches 
dieselbe Form wie das gegebene hat, in welchem aber der 
Exponent n um eine Einheit erniedrigt ist. Wiederholt man 
dasselbe Verfahren bei dem neuen Integrale, so erhält man 
endlich: 



— dx =^ rationale Funktion von x Ar \ — 
Z" J « 



-^dx, 
X 

16* 
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Ettlirt iDiui dagselbe Yerfahrea bei allen Integralen aus, 
in die -~y zerlegt ist, so erhalt mim: 

/-J^ dx = rationale Punktion von x+ i ^ <*äj + 

«/ Zl 9/ Zn 



dx 



und Qi9 Qif ' • ' Qn sind Polynome. 



§ 4. Integration von irratioiialeii Funktionen. 

175. Wenn die zu integrierende Punktion nur eingliedrige 
Irrationalitäten enthält, das heiTst gebrochene Potenzen der 
Veränderlichen Xy so kann man das Differential rational machen 
durch die Substitution: 

X = v2f**, also dx = n^~^ dz , 

indem man den Exponenten n so wählt, dafs die Irrationali- 
täten verschwinden; man braucht dazu nur ein gemeinsames 
Vielfaches der Nenner zu nehmen. So wird z^ B. durch die 
Substitution x = 0^: 

J i — y/x J 1 — ^' 

und es entsteht das Integral einer rationalen Funktion. 

In ähnlicher Weise macht man ein Differential rational, 
das keine anderen Irrationalitäten enthält als gebrochene 

flt I Ti ST 

Potenzen des Binoms a 4-hx oder der Punktion T , , 

' c -\- dx ^ 

indem man setzt: 

a -{-hx = s>^ beziehungsweise *]" , = z"* 

C -y- UX 

und indem- man den Exponenten so wählt, dafs die Irrationali- 
täten verschwinden. 

176. Ein Differential der Form: 

f{x, Ya -j-bx -j- cx^) dx, 

wo f eine rationale Funktion der beiden Veränderlichen ist, 
kann man durch geeignete Transformationen rational machen. 
Man setze: 

(1) "j/a + feic + ^^^ = y» + xz'^ 
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dann ergiebt sieh dureh Quadrieren: 

a + 6a; + cx^ = a + 2yaxz + x^z^. 

Subtrahiert man auf beiden Seiten a und diyidiert durch x^ 
so erhält man: 

b -j- ex = 2 yä • + xz^. 

Da hierin x nur noch in der ersten Potenz auftritt^ so erhSIt 
man durch Auflösung nach x: 

2 yä- z — h 



X = - 

e — z* 



und daher: 

dx = 2. ''^-^'\Y^'* dz. 

Mithin ist das gesuchte Integral: 
/ f(^9 Ya-^-bx-j- cx^) (?a; = 

' \ c-z^ ' ^:=T^ / ^ . {c-zY ^^ 

gleich dem Integral einer rationalen Funktion. 

Sind alle im Differentiale auftretende Zahlen reell^ so 
fuhrt diese Substitution eine imaginäre Zahl ein, wenn a 
negativ ist. Durch eine kleine Abänderung können wir diese 
Unbequemlichkeit vermeiden. 

Das Trinom a -\- bx -{- ex^ mufs för einige Werte von x 
positiv sein^ wenn seine Quadratwurzel für irgend welche 
Werte von x reell ist. Es. sei daher Xq so beschaffen, dafs 

a + bxQ + cXq^ ^ 
ist. Dann ergiebt sich aus der Taylorschen Formel: 

a-^bx-^cx^==a-\-bxQ-^cxQ^'j-(b-j-2eXf^)(x — oo^j-j-c^x — XqY^ 
Setzt man daher 



(2) Ya -\-bx -^- cx^ = y« -f- bxQ + cx^^ + (^ — ^o) ^; 

so ergiebt sich durch Quadrierung nach gehöriger Vereinfachung: 



b + 2cXq + c(x — Xq)===2 Ya + bxQ -f- cXq^ 'Z'j-{x — x^)- z^. 

Diese öleichimg ist in x vom ersten Grade und ergiebt daher 
X als rationale Funktion von z\ substituiert man diesen 
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Wert in (2), so wird auch die Wurzel eine rationale Funktion 
von £ und das gegebene Differential wird rational. 

Nimmt man x^ "v 0, so entsteht die vorige Substitution; 
ist j-,) bo beBchaffen, dal's a -\- bx^ -j- cx^ = ist, eo setze man: 

a + &a; + c«* ^ e{x — a){x — (i). 

Setzt man dann x^ = «, so hat man die Substitution: 



(3) ya + hx-\-co^ = yc{x -^a){x-ß)^{x- a)z. 
Ans ihr ergiebt sieh durch Quadrierung und Vereinfachung: 
c(x-ß)-{x-„)^, 

E'iDe Gleichung ersten Qrades in x. . 

Man beachte, dafs für a < 0, wo die Transformation (1) 
nicht anwendbar ist, man (3) anwenden kann; denn das Trinom 
a -\- hx -\- cx^ ist negativ für x^^O und positiv für einige 
Werte von x, es mufs also null werden und reelle Wurzeln 
besitzen. 

Man kann auch setzen: 



(4) y« + 6« -f ex* = y'cx — e ■ 

und erhält dann: 

■ a + hx = z* — 2Y~cxs; 
dies ist wieder eine Gleichung ersten Grades für x, aus der 
man x, -r— und die Wurzel rational berechnen kann. 
177. Beispiele. 



h 



-7 

L 



K 



Man setee ^/a:* -{- a ^ « — X; man erhält dann : 






...+.' 



de. 



/vfc=/4^ = '- + '^. 
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luid, wenn man endlich für z seinen Wert setzt: 



/i 



dx 



= log[a: + Yx^+a] + a 



2) I , • Das Diflterential läfst sich durch die an- 

^ J 1/1^« 

gegebenen Verfahren rational machen; einfacher bedient man 

sich der Formel: 

1 . dx 

d arc sm x = , 

yi — x* 

und folgert aus ihr: 



/ , = arc sin x 4- C. 



Ebenso wird das allgemeine Integral: 

X 



/dx I a ' X I /-i 
, = / — , = arc sm h C. 



^ JVAX* 



dx 



+ 2BX + C 

Dies Integral läfst sich auf die vorigen zurückführen mit 
Hülfe der Substitution: 

Äx -\~ B = z, 

aus ihr erhält man: 

Ädx = dz, Äx^ + 2Bx+C = i-lz^ + ÄC — B^] 



/ dx ^ r dz 

yAx*+2Bx + C~J yA(e* + AC-^ 



B^ 



Ist daher Ä positiv, so kann man — =: vor das Integral nehmen 
und hat nach Beispiel 1): " 

f ■ ^"^ = = -^ log [0 + Vz^ + äC — W] + Const. 

J yAx^+2Bx+c yj ^ ^ ^ ^ • -^ ^ 

oder, wenn man für z seinen Wert einsetzt: 



/ 



dx 



yAx*+2Bxr\-C 



^ log [äx + JB + yÄ{Äx^'i^2Bx -f C] -I- Const. 

yA 
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Ist andererseitB A negativ, so treten iu dieser Formel 
iiiiiiginäre Zahlen auf. Wir können aber dasselbe Integral 
irhalten, wenn wir als Faktor vor das Integralzeichen 

nehmen; dann wird: 

, • dt 1 / ' _ dz ^ 

, ' yA{e* + AC~~B^ ™ Y^^ J \^(B* — ÄC) — e' 

— ■■ . ■ arc ein ",-.. ^ + Conat. 

(wler: 

I — — -- = . arc sin , + Const. 

Iliirbei mufs man beachten, dafa B* — j1C>0 ist; denn da 
Ä negativ ist und das Trinom Aii^ + 2Ba: + C filr gewisse 
Werte von x positiv ist, so sind seine Wurzeln reell. 
4) Das Integral 

dx 



h 



lül'jit sich durch die Substitution x — a ^ — auf das vorige 
'/.ui'tlckfQliren; man kann es aber auf die zuerst untersuchten 
Integrale bringen vermittelst der Substitution: 

Aus ihr erhält man: 



*- z-{Aa^B)' 

,-a-^t±2Il±£ dT Aa* + ^B>x-^C , 

* ° z-{Aa + B) > ^'^^ i^-{Aa + B)y'*' 

Ax' -\-2Bx-i-C- (.^"' + ^B<. + C)[.' + AC-B ^ 



-h 



.1 r,c— o)V^ic'+2£«+C J y{Aa*+'iBa + C){z*+ AC^B*) 

Ist daher ^a* -(- 2Ba -f- C/> 0, so hat das zweite Integral 
dttj Wert: 

log [x + Va« + ^C— fiä] + Const. 



y^o' + aio + C 
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Setzt man hierin für z wieder seinen Wert, so wird: 

dx 



/. 



{x — a) l/Ax* + 2BX+C 

, Aax-\-B(a-\'X)-\-C+yÄa*-\-2Bar^CyAx*+2Bx+C 
10g — -— 



y3ä*H-2Ba+C 



X — a 



§ 5. BinomiBOhe Differentiale. 

178. Ein Differential der Form 

in welchem a und h irgend welche Konstante und die Exponenten 
m, n, p rationale Zahlen sind, heifst ein binomisches Differential. 
Durch eine Vertauschung der Vemnderlichen kann man 
das gegebene Differential in ein anderes derselben Form ver- 
wandeln, in welchem die an die Stelle von m und n tretenden 
Exponenten ganz sind. In der That, setzt man: 

X = iSf«, 

so wird 

Dies ist wieder ein binomisches Differential und die Exponenten 
von z vor und in der Klammer werden ganz, wenn man a so 
wählt, dafs ma und na ganz werden. 
Femer transformiert die Identität: 

3(f{a + Ix'^ydx = af'+'^p (aar-'' + by dx 

das gegebene Differential in ein anderes derselben Form, wo der 
Exponent von x in der Klammer — ^ w statt n wird; daher 
wird in einem der beiden Differentiale der Exponent von x in 
der Klammer positiv. Wir können daher unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen, dafs m und n ganze Zahlen sind, und 
dafs n positiv ist. 

179. Das vorgelegte Differential ist integrierbar, wenn p 
eine ganze Zahl ist-, denn in diesem Falle ist es eine rationale 
Funktion von x. 

Setzt man: 

. a + ^^'* = y? 
so erhält man: 



i-i 



und 
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x'^{a-^hx'')Pdx = ^yp{^^) " dy. 

Das vorgelegte Differential ist also in ein andere^ vom selben 
Typus transformiert. Dieses und daher auch das gegebene ist 

4M I "i 

integrierbar, wenn der Exponent — 3l i ganz ist, d. h. 

wenn: 

= ganze Zahl 
ist. Wendet man dieses Kriterium auf das Differential an: 

welches eine Transformation des gegebenen ist, so sieht man, 
dafs man dieses auch dann integrieren kann, wenn ^ 



sranz oder 



— — h i^ = ganze Zahl 
ist. 

Man hat so drei Fälle, in denen man das Integral in 
endlicher Form angeben kann, das sind diejenigen, in welchen 
eine der drei Zahlen 

p ! ! L*, 

eine ganze Zahl ist. 

180. Man kann Formeln aufstellen, welche das Integral 
eines binomischen Differentials mit anderen derselben Art ver- 
knüpfen, in denen jedoch die Exponenten m und p andere 
Werte haben. 

Man integriere partiell 



/ 



af'(a + hx'^y dx, 

indem man als zu integrierenden Faktor x^dx nimmt und als 
zu differentiierenden (a + hx^^. Setzt man zur Vereinfachung 
der Schreibweise: 

a + hx'^ = V} 
so erhält man: 

(1) Jx-^yPdx = ^qrf — i^i:j^""^"y''"'^^5 

dabei ist m -{- 1 =^0 vorausgesetzt. Diese Formel drückt das 
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gesuchte Integral durch ein anderes- aus , in dem m und p 
beziehungsweise durch m -{- n und p — 1 ersetzt sind; sind 
diese Zahlen einfacher als die früheren, so war die Anwendung 
der Formel von Nutzen. 

Integriert man andrerseits das gegebene Differential par- 
tiell, indem man als zu integrierenden Faktor y^c^—^dx nimmt, 

dessen Integral -r- _, .v x ist, so erhält man: 

(2) fary^dx = '-'^^f^t- - S^/^-y^^^'^- 

Diese Formel führt das gegebene Differential auf ein 
anderes zurück, in welchem der Exponent m um n Einheiten 
vermindert und p um 1 vermehrt ist. 

Dieselbe Formel würde man finden, wenn man (1) nach 
dem Integrale rechter Hand auflösen und m -\- n und p — 1 
mit m und p vertauschen würde. 

Die Formeln (1) und (2) drücken das Integral eines bino- 
mischen Differentiales durch ein anderes vom selben Typus 
aus, in welchem die Exponenten m und p andere Werte er- 
halten haben. Wir können jedoch aus ihnen andere herleiten, 
in denen sich nur ein einziger Exponent ändert. 

Liest man auf der rechten Seite von (2) an Stelle von 
yi»;+i^ yp(a 4-6^) und setzt: 

/ af^-^'y^-^^dx = a I x^-^'yPdx + & / of^y^dx, 

so. tritt (df^y^dx auf beiden Seiten von (2) auf und man 
erhält: 

m fx-Wdx^ '^''^'^'^''^' a(m-n+l) f^m-n^,^^ ' 

Berechnet man aus dieser Gleichung das Integral auf der 
rechten Seite und setzt m -j- n Q,n Stelle von m, so erhält man: 

Vergleicht man die Formeln (1) und (4) imter einander, so 
erhält man eine Relation zwischen den Integralen 

/ x'^'^'^y^-^dx und 1 x'^+'^y^dx. 



Lüsi man die Gleichung nach dem zweiten Int^prale uif und 
liest. »( — n statt m, so erhäH man die Formel: 

(fj ) / aft/fäx = — i— -i^^ — H : "'/'° ■■ / aruf-^dx. 

.,' " m + l + np ' m + l + HyJ ' 

LSst man endlich diese Gleichung nach dem zweiten 
Intc^ale auf und setat p -\- 1 tür p, so erhält man: 

Die Formeln (3) und (4) gestatten den Exponenten von 
m lim w Einheiten zu vermehren oder zu verringern. Durch 
mehrmalige Anwendung von ihr transformiert sich daher das 
(ifetipbene Integral in ein andercB, in welchem an Stelle von tn 
getreten ist m + ft, wo k irgend eine ganze Zahl bedeutet. 
Die Formeln (5) und (6) gestatten den Exponenten p um eine 
Eiiilieit zu vermehren oder zu vermindern, ihre wiederholte 
Anwendung führt daher das gegebene Integral auf ein anderes 
/.uriu:k, in welchem p +_k' an SteUe von p steht, wo k' irgend 
(■\ne g^nze Zahl bedeutet. 

Die Formeln (1) bis (6) werden illusorisch, wenn die auf- 
treti.'nden Nenner null sind. Dies tritt ein, wenn 

iH + 1 = 0, oder ^ -j- 1 = oder m + 1 + Mi> = 
i^t. Aber dann hat man bezüglich: 

!!L±1 = 0, p 1, 1.±l+p = 

und wir kommen auf Falle, deren Integrier barkeit wir bereits 
(.■rkiitint haben. 

181. Beispiele. Es sei das Integral voi^elegt / - -- - - ■ 

lii ilieaem besonderen Falle wird die Formel (3): ' ~^ 

Ist daher m ganz und positiv, so wird es jedesmal um 
Kwei Einheiten durch Anwendung dieser Formel verkleinert 
üiid wir kommen schliefslich bei ungeradem m auf / ■ ■ ; 

dieses ergiebt bei Anwendung derselben Keduktionsformel: 
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da das Integral auf der rechten Seite verschwindet. Ist aber 
m gerade, so kommen wir schliefslich auf / , = arc sin x. 

Gresucht sei femer: 

dx 



/; 



Durch Anwendung der Formel (4) oder (6) erhält man sofort: 

dx X 



f.. 



L aVa + hx* 
(a + bx*)^ 

Ein Differential der Form 

x9(a3tf -j- iaf)Pdx 

kann man auf den Typus der behandelten binomischen Diffe- 
rentiale zurückfahren, indem man es so schreibt: 

x9-^pr(a + hxf'-^'ydx. 

§ 6. Integrale transcendenter Funktionen. 

182. Manche transcendente Funktionen lassen sich un- 
mittelbar integrieren, indem man die Formeln benutzt (Nr. 40 
und 42) 

I a'dx = ^ — , f <50s xdx = sin Xy 1 sin xdx = — cos x, 



/dx 
cos*a; 



dx 

y- = tang ä;, u. sl w. 



cos'a; 

Andere transcendente Differentiale lassen sich auf rationale 
Differentiale durch geeignete Wahl der Veränderlichen zurück- 
führen. Kann man z. B. das gegebene Integral auf die Form 
bringen: 

/ f(u)u'dXy 

wo f eine rationale Funktion von Xj und u eine transcendente 
Funktion, u' ihre Ableitung ist, so kommt dies bei Benutzung 
der Veränderlichen u auf 



/' 



f(u) du 
zurück, welches das Integral einer rationalen Funktion ist. 
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183. Das Integral: 

in welchem f eine rationale Funktion ist, lüist sich in das lute- 
sfiül einer rationalen Funktion transformieren, wenn man setzt: 



Es sei z. B. / — ^ gesucht. Setzt mal 

diAH- J I + « 

= 3:~log(l+e'). 
184. Das Integral 

//■(ain X, C08 x)dx, 



w'wA dies; 



v^^ f eine rationale Funktion ist, läfst sich auf das vorige 
Kiirücfefiihren, wenn man sin a: und cosa: durch die imf^inären 
Esponentialausdriicke ersetzt und das Differential wird dann 
eine rationale Funktion von <f^. 

Man kann es aber auch rational machen ohne imaginäre 
(■räfsen zu Hülfe zu nehmen, wenn man setzt: 

tang -^x = s, 
wnraus man erhalt; 

amx = ä sin y x cos — x =:z tang -^ x cos' -5- '^ '^ 
_ atangi-^ _ 2. 
1 + tang'yX "^^ 

,1 . 1 1 — «' 

cos X ^ cos" -^ ic — sm' ~ x ^'= . , , 
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woraus folgt: 

• j /-(sin X, cos x) dx =Jf(jl^ , i^) ^ . 

Das Differential auf der rechten Seite ist jetzt rational. 

In besonderen Fällen kann man einfachere Transforma- 
tionen benutzen. Läfst sich das gegebene Integral auf die 
Form bringen 

/■(tang x)dXy 



ß 



so braucht man nur tang x = z zu setzen 5 dann wird 
X = arc tg g, dx = . , und: 

1 -y" Z 



J /"(tang x) dx =J j-^ dz. 



Dies wird immer eintreten, wenn in dem Differentiale 
nur gerade Potenzen von sin x imd cos x auftreten; denn 
dann, ist : 

sm^ X = . . ^ > , cos* X == 



1 + tang* X ^ 1 4" tang* x 

Läfst sich das gegebene Integral auf die Form bringen 

/*(sin X, cos^ x) cos x dx, 



ß 



wo f eine rationale Funktion ist, so braucht man nur sin o? = je? 
zu setzen imd das Integral wird: 



ß 



f{z, 1 — z^) dz. 
Läfst es sich auf die Form bringen 

/*(sin^ Xy cos x) mixdXy 
so wird es durch die Substitution cos x = z: 



ß 



-fm 



z% z)dz. 

185. Gesucht sei: 

sin"* X cos** X dx. 



/si 
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Hind m und n ganze ZaUen, bo ist das Differential eine 
rationale Funktion des Sinus und Cosinus und läfst sich d^er 
iii gescIüosBeaer Form durch die Methoden der vorigen Nummer 
li<T<!chnen. Setzt man sin x ^^ g, so wird 

I sin" X eoB" xdx ^^l !S^{\ — s?) * dg. 

Auf der rechten Seite steht jetzt ein binomisches Differential 
und dieses läfst sich integrieren, wenn eine der Zahlen 

»-1 m+l ffl+" 
2 ' 3 ' a 

gsns ist, was gewifs der Fall ist, wenn m und « ganz sind. 

Auf jeden Fall ist es jedoch nützlich den absoluten Wert 
d(;r Exponenten m und n zu erniedrigen, was durch Reduk- 
tinnsformeln ermöglicht wird. 

Man zerlege d«8 zu integriereade Differential in: 
sin™ a; cos xdx • cos'^'a; 
und int^riere partiell, indem man den ersten Faktor als zu 
integrierenden Faktor nimmt. Man erlült: 



1 



ll) /sii 



" X cos" xdx = - 



■ hhf"' 



+*x cos'^—^xdx. 



integriert man hingegen teilweise, nachdem man das Differential 
in das Produkt zerlegt hat: 

gijjm— 1^ ■ eos"a: sin xdx, 
SU erhält man 



(2) / sin™ X cos" xdx =- 



-j -7--- ( sin™~^a; cos"+'j:d:c. 

Berücksichtigt man in der Fonnel (1) die Identität: 
/ sin^+^a: cos''-~'^xdx = / sin"'a:(l — cos'a:) ms''~^ dx ^ 
^ j sin"' X cos" ~^ xdx — j sin'"x coa''xdx. 
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und löst die Oleichung dann nach dem auf beiden Seiten auf- 
tretenden vorgelegten Integrale auf, so erhält man: 

(3) I sm"*a7 co^^xdx = 1 h 



. w— 1 r . 

A 1 — 1 si 



sin'^a; cos"""* a; da? 
und in ähnlicher Weise erhält man aus der Formel (2): 

(4) f swJ^x cos^xax = ■. h 

J wt -|- » ' 

A i — / sin*""* X cos« x dx. 

Löst man die Gleichung (3) nach dem Integrale auf der 
rechten Seite auf, und vermehrt n um zwei Einheiten, so 
erhält man: 

(5) f sm*" X cos« xdx = -j—: ■- + 

In ähnlicher Weise erhält man aus (4): 
/n\ r ' ^ « j sin'""'"^a;co8*+^iC , 

(6) f sm"*a; cos«a;aic = ^rj (- 

, m-i-n-i- I g^^m+2^ cos«a:dx. 

Die vorigen Formeln könnte man auch auf verschiedene 

andere Weisen erhalten. Vertauscht man z. B. x mit — x. 

SO vertauschen sich die .Formeln (1) und (2), (3) und (4), 
(5) und (6) untereinander. Die letzten vier gestatten einen 
der Exponenten m und n um zwei Einheiten zu erhöhen, ohne 
den anderen zu ändern. Die Formeln (3) und (4) werden 
illusorisch, wenn m + w = wird. In diesem Falle kann 
man (1) und (2) anwenden. Reduziert man so die Exponenten 
m und n gleichzeitig um je zwei Einheiten, so werden sie 
schliefslich, wenn sie ganz waren, die Werte 1 oder oder 
— 1 annehmen und wir werden so auf folgende neun Inte- 
grale geführt, die wir direkt berechnen: 

Oenooohi-Peano, Diff.- u. Integral-Beohnang. 1 7 
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f coB j^dx ^ flin X, 
f siaxdx -^ — COB a;, 
I sin ^ cos xdx ^ Y am'x, 
1 """^ - =- log sin a;, 

186, Einige andere DifiFerentiale, die masi durch die 
Substitutionen der Nr. 184 rational maohön kann, lassen sich 
auch direkt durch geeignete Eunetgriffe int^rieren, 

1) Gesucht sei 

r dx 

j/ a cos a; -j- 6 sin a; 
Bestimmt man zwei Zahlen r und a, Bodafs 
a -■ r cos a, 6 «= »• sin « 
wird, so erhält man: 

a cos ic -f- 6 sin a; ^ r (cos x cos a + sin a; sin a) ■= r cos (a; — a) 
und daher wird: 

2) Gesucht sei 

r dj: 

J acos'aj+ftain'a;' 
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/. 



Dividiert man Tählar tumI N^mier durch cos^o;, ao kommt: 

dm 

0S*J5 I dioDgx 

a + 6 taug* X J a-^h tang x 

und dieses letzte Differential ist rational, wenn man tang x als 
unabbäogige Yjeräuderlidtte nixomt. 
3) Man betrachte: 

f dx 

J a-\-o cos X 

Beachtet man, dafs 

oon^ a=.cos* -^ic — sin^ ya? und 1 = cos* y *^ "^ ^üi* y o; 

ist, so erhält man: 

/• dx 
7 ' » ' • ' li ' \ *' / ' W t 1 g •• • s==s 
a (cos* — « + sin*-—«! + 6 (co8*-—aj — sin*-— ajj 




+ &) COS* Y^rl- (<* —' ^) ßu^* Y * 



und man kommt auf das vorige Integral zurück. 
4) Gesucht sei: 

dx 



S-. 



o -|- 6 cos x-\-c^inx 

Setzt man wieder h =r cos «, c •«=* r sin a, so wird das vor- 
gelegte Integral: 

a + ^ cos (a; — a) «/ « + ^ cos (aj — a) 
und ist daher auf das vorige Integral zurückgeführt. 
187. Das Integral 

/ e«*a?* dx 

läfst sich durch teilweise Integration vereinfachen. Nimmt 
man ^dx als zu integrierenden Paktor, so folgt: 

und das vorgelegte Integral ko9mit also auf ein ähnliches 
zurück, in welchem aber der Exponent n von x um eine 



17' 
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Einheit gesunken ist. Ist n ganz und positiv^ so wird man 
durch mehrmalige Anwendung dieses Verfahrens schliefslich 
zurückgeführt auf 

ef^'dx^- 1- C 



ß 



und daher läfst sich dann auch das vorgelegte Integral be- 
rechnen. 

Setzt man der Einfachheit halber a = — 1^ so findet man: 

Ist hingegen n negativ^ so kann man die oben aufgestellte 
Beduktionsformel nach dem auf der rechten Seite auftretenden 
Integrale auflösen; man kann aber auch teilweise integrieren 
und das gegebene Differential in das Produkt zerlegen: 

man erhalt dann: 

^"^ y^ dx = -^^^-rr^ ^j^t;^ / e^^ic^+^rfa:, w + 1 4=0. 

Daher kann man zu n so viele Einheiten hinzufügen als man 
will. Ist n ganz und negativ^ so kommt man durch Addition 
von mehreren Einheiten auf den Wert n = — 1 und somit 
auf das Integral: 

dXj 



f^ 



auf welches die vorige Formel nicht anwendbar ist. Dieses 
Integral läfst sich nicht in geschlossener Form ausdrücken. 

188. Setzt man in uf^'x^dx 



c* = je?, x = log Zy dx^= — , 



so erhält man: 



l ef^'x''dx= 1 0^-^ (log 0y dz. 

Das zweite Integral kann man berechnen^ wenn man das 
erste berechnen kann, also wenn n ganz und positiv ist. 

Setzt man e«* = z, so transformiert sich die Funktion 

— dx in ^ 
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Diese Funktion heifst der Integrallogarithmus. Man kann ihn 

schreiben: 

dz 
dz 



n dz ^ r dz 

J J "^ J J fäz 



Jdz 

Setzt man in demselben Integrale a komplex und gleich 
g + Äi, so wird c** = e^' (cos Aa? + i sin hx) und 

I €f*'x^dx=^ f e^'x^ cos hxdx -^^ i 1 e^*ir" sin hxdx. 

Ist daher n eine ganze positive Zahl^ so kann man die linke 
Seite berechnen und erhält daraus die Werte der beiden Integrale: 

I e^*ir* cos hx dx und I e^'a^ sin hx dx. 

Setzt man im Besonderen w = 0, so wird 



ef^*dx = — 
a 

imd, wenn man a =^ g -}- hi setzt: 

/ e^* cos hxdx -{- i I e^* sin hx dx = - — 4,"^*^"^ 

e^* [g cos Are + Ä sin Äa; + * (5"*^ ^^ — ^ ^^^ ^^)] 
also wird 

e^' cos hx dx =» , . ,^ {g cos hx -{-h sin Äa?), 



/• 



c^* 



e^* sin Ao^t^o; = , , ,, (g sin Äa? — h cos Äic). 

Hierzu braucht man nur die willkürlichen Konstanten 
hinzuzufügen^ um die allgemeinen Integrale zu erhalten. 

übrigens kann man diese Integrale direkt durch teilweise 
Integration ermitteln. In der That, bringt man die Differen- 
tiale auf die Formen: 

e^^dx'coshx und e^^dx > &uihx, 

so hat man: 

/e^* cos hxdx = — e^" cos hx -{ / e^* sin hx dx, 
9 ^ gJ 

Ebenso wird 
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/ß^* sin hxdx ^^ — e'* sinhx le^* cos Jixdx 
9 gJ 

und man erhält zwei G^leichungen für die gesuchten Integrale. 
Ein anderer besonderer Fall von din vorstehenden Inte- 
gralen ist dieser: 

f x'^ cos X dx und 1 X^sinx dx, 

welche sich för ^ =* 0, A = 1 ergeben. Die Beduktionsformeln 
kann man jedoch direkt durch teilweise Aitegrfttion erhalten. 
In der That hat man: 

f aJ* cos xdx ^^ ^ x^Bmx — ■ n f x**^^ sin xdx, 

I iP* sin xdx = — a?* cos x -{- n J x^~~^ cos x dx. 

So reduziert sich das vorgelegte Paar von Integralen auf ein 
anderes vom selben Typus^ in welc&em n — 1 an Stelle von 
n zu setzen ist. Ist daher n ganz und positiv^ so kommt 
man durch wiederholte Anwendung desselben Terfe&pens auf 
die bdEann^t^L I&tegrale: 

/ cos x dXy I sin x dx. 

Setzt man sin x = is, so hat man: 

/ a;" cos xdx = I (arc sin £?)** dis 

und setzt man cos x^= z, so wird: 

I x"" sinxdx = — / (arc cos £?)*• dz. 

Daher kann man au«h cli«Be InttgniB berechnen^ wenn n ganz 
und poiiitiT int. 

109. Äan kann die Integrale der Form berechnen: 



/' 



f(x^ e«*, ^*, . • • e**) dx, 

wenn f eine ganze rationale Funktion ist. In der Tliftt, f zer- 
legt sich in eine Siutkime von mehreren Gliedern, deren jedes 
das Produkt aus einer numerischen Konstanten, einer Potenz 
von X und einigen Potenzen von e"*, e^*, • • • ist. Vereinigt 
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man in ihm die Exponentialglieder^ so wird man darauf ge- 
fahrt, eine Reihe von Integralen vom Typus 



/ 



af^e^'^dx 



zu berechnen, wo m eine ganze positive Zahl ist und diese 
Integrale kann man ausfahren (Nr. 187). 

Die Integration einer ganzen Funktion von Xy von den 
Exponentialgröfsen c**, e**, • • • und von Sinus und Cosinus 
linearer Funktionen von x Kfst sich auf den vorigen Fall 
zurückfahren, wenn man für die Sinus und Cosinus ihre Ex- 
ponentialausdrQekft setei 

Das lutjBgr^ 

f{x) e' dxy 



ß 



wo f eine ratiom^e Funktion von x ist, drückt sich, wenn 
mw f(x) in ein^ gajaze J^nl^ion un(J iPjw^iaibrüchiQ ?erle^, 
dwch oijae Beih^ vou Intßgralen der Form, t^: 

/af^ e*»* dx und / — dx, 

wo m wd n g^ns^ ppsit^v« ^€^€01 si^d. ^u£o4g^ d^r Fqgrmel 
d^r Nr. 187 la^ajim vibsx dai9 erat^ Inte^aA h^jcechneu; ^ 
xweii^ g#M d]EUtch di^ Sii^stitutiioa x — a =rr^ 0.. über in 

€f^^ jz~^ef**d0y welches sich durch bekannte Funktionen und 

den Integrallogarithmus ausdrücken läfst. 

/ f(?^ sin ax dx, 1 f(x) cos ax dx 

lassen sich auf das vorhergehende zurückführen, wenn man 
die trigonometrischen Funktionen durch Exponentialfunktionen 

^rsetsst. 



Achtes Kapitel. 
Bestimmte Integrale. 

§ 1. Definition des besünmiten Integrales. 

190. Es sei f{x) eine Punktion, welche in einem die 
Werte a und h enthaltenden Interyalle ein unbestimmtes Inte- 
gral F{pc) und daher deren unendlich viele von der Form 
F{oo) + C besitzt, wo C eine willkürliche Eonstante bedeutet. 
Erteilt man der Veränderlichen erst den Wert a, dann den 
Wert &, so erfahrt dabei irgend eines dieser Integrale den 

Zuwachs 

FQ>) - F{a), 

dieser ist daher unabhängig von der Wahl des partikularen 
Integrales, mit dessen Hilfe man ihn berechnet. Man nennt 
diese Differenz das bestimmte Integral von f{x) zwischen den 

b 

Grenzen a und &; man bezeichnet es durch lf(x)dx und liest 

a 

dies: Integral von a bis b von f(x)dx. Nach der Definition 
wird daher, wenn f(x) die Ableitung von F(x) ist: 

6 

ff(x) dx^ F(b) — F(a). 

a 

Die Zahlen a und b heifsen beziehungsweise die tmtere Grenze 

und die obere Grenze des Integrales. 

1 

Beispiele, — 1) Man sucht jaf^dx für w > 0. Die Funk- 



tion F(x) = — ^TT ^®^ ^^ unbestimmtes Integral von af* dx 
in dem ganzen Intervalle (0, 1) und allgemein für alle 
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positiven Werte von x. Daher ist: F{\) = , ^ FiO) = 

und es wird: 

1 

1 



/x — — , . 
w + l 





ixf'dx^^ 



2) Man hat / , , = arc tang x, wenn man^ wie ge- 
wöhnlich, unter arc tang x den zwischen — und + ~ ent- 

haltenen Bogen versteht, dessen Tangente x ist. Man schliefst 

daraus: 

1 



/dx n 





h 



3) Man sucht 1 — Sind a und h beide positiv, 



so 



kann man F{pc) = log x setzen; denn dann hat die Funktion 
log X in dem ganzen Intervalle (a, 6) die Ableitung — 



Daher wird: 

b 



f 



— SS loff h — loff a := log — 

X ® ® ® a 



a 

Sind a und b beide negativ, so setze man F(x) = log ( — x\ 

dann wird: 

fr 



J X " ^ ^ "^ ' ° a 

a 



^ = log (— b) — log(— a) = log -^, 



wie zuerst. Ist endlich eine der Grenzen a und b positiv, die 

andere negativ, so hat die Funktion — in dem Intervalle (a, b) 

nicht inmier einen bestimmten endlichen Wert und man kann 
in ihm weder von einem bestinmiten noch von einem unbe- 

/dx 
— hat in diesem 

Falle nach den gegebenen Definitionen keine Bedeutung. 

191. Aus der Definition des bestimmten Integrales leitet 
man unmittelbar die folgenden Sätze ab: 
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L VeriauscJU man in einem bestimmten Integrale die Grenzen^ 
so ändert das bestimmte Integral sein Zeidten, aber nickt semm 
absoluten Wert. 

In der That, ist F(x) ein Integral von f(x)dXy so hat 
man nach der Definition: 

f(x) dx = F(b) — F{a) 



ß 



und 



und daher 



a 

Jf{x) dx — F{a) — F{b) 
b 



I f(x) rfa: = — / f{x) dx, 

a b 

w. z. bew. w. 

Durch diese Yertauschung kann man es immer erreichen^ 
dafs die untere Orenze nicht gröfser ist als die obere; dies 
werden wir in verschiedenen Fallen voraussetzen. 

n. Besitzt f(x) dx in einem die Werte a, b, c enÜmUenden 
Intervalle ein Integral F(x), so wird: 

beb 

I fix) dx^^ I f(x) dx -{- I f{x) dx. 

a a c 

In der That^ diese Formel ist gleichbedeutend mit der Identität 
F{b) - F(a) ^ [F{c) - Fia)] + [.F(b) - F(e)]. 

In ähnlicher Weise hat man^ wenn f(x) in einem die 
Werte ^o? ^i? * " ^n enthaltenden Intervalle ein Integral besitzt: 

Jf(x) dx =^Jf(x) da: -\rffix) dx + ■ ■ ■ +Jf{x)-d^. 

a» «b *i *»— 1, 

III. Besitzt f(x) ein Integral in dem Intervalle (a, b), so 
hat man: 



V 

ß 



b 

ax)dx^(b-tt)f(x,), 



wo x^ eine Zahl zwischen a vmA b is>t. 
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In der That^ diese Formel ist gleichbedeutend mit der 
aus der DifiPerentialrechnung: 

F(b) — F(a) ^(b — a) F' (x^). 

Eorollar. Wenn in dem Intervalle (a, 6), f(x) > und 

a <b ist, so hat man auch: 

b 

f{x) dx > 0. 



/' 



In der That^ nach der lets^ten Formd hat das Integral 
den Wert (6 — a) f{x^ und dieser ist positiV; da h — a > 
und/-'(^i)>0. 

Korollar. Sai man in dem Intervalle (a, h)y ^(x)> i^ipc^ 
und ist a <.h, so hat man auch: 

b b 

I (p(x) dx^ f '^(x) dx. 

a a 

In der That, es ist: 

b b b 

f. q>(x) dx — / '^{x) dx = I [(p(x) — tix)] dx, 

et d d 

Dieses letzte Integral ist aber positiv nach dem vorhergehenden 
Korollar. 

IV. Besitzen die Funktionen (p(x) wnd if(x) in dem Inter- 
ffoUe (a, h) ein In^rdl und wird '^{x) in demsäbet^ Intervalle 
nicht null, so hat man: 

b b 

I q>(x) il>{x) dx = 9>(^i) / fl^ix) dx, 



a 



WO x^ ein Wert zwischen a und b ist. 
In der That^ setzt man: 

F(x) = l q>{x)^{x) dx, W{x) = I ilf{x) dx, 

so hat man, da W\x) = il>{x) in dem IntervaUe (a, 6) nicht 
verschwindet: 

F(J)) — F{a) F\x^) 

oder 
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b 

jylf(x)dx 

a 

und hieraus erhalt man die zu beweisende Formel. 

192. Satg, Besitzt die Funktion f(x) in dem Intervalle 
{fly b) ein Integral und nennt man: 

Xq — a, X^, X^j • • Xn-ly Xn^^h 

eine willkmliche Reihe von Werten x, die nach ihrer Gröfse ge- 
ordnet sind; nennt fnan ferner l(a, ß) und A(a, ß) die obere 

tmd untere Grenze der Werte von f(x) in dem Intervalle (a, ß\ 

b 

so ist das Integral rf(x)dx immer wünschen den zwei Summen 
enthalten: * 

«1 — (^1 — ^o) ^(^o; ^i) + (^2 — ^i) H^u ^2) H 

+ (Xn — Xn-l) l^Xn-l, Xn) 

und 

s^ = (xj^ — a?o) A(iCo, ^i) + (x^ — Xi)X(xi, x^)-\ 

+ (Xn — Xn-^l)l(Xn-.i, Xn), 

welches auch die Werte x^y x^,- - - sein mögen. 

b 

Ist die FwnkMon f(x) stetig, so ist jf{x)dx die einzige 

a 

Zähl, welche zwischen allen Werten von s^ und Sg enthalten 
ist, wie a/iAch die zwischen a und b interpolierten Werte beschaffen 
sein mögen. 

In der That, man hat (Formel II) 
Jf(x) dx =ff(x) dx + ff{x) dx-^ (- ff(^) A^ 

a Xo Xi *n— 1 

und daher wird nach Formel III: 

b 

}(x) dx = (x, - Xo) /-(lO + {X, - X,) /•(!,) + . • . 

+ (x, — a;,_i) /•(!,), 





ß 
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^^ Si; 6»; • * • Sn Werte von x sind, die beziehungsweise den 
Intervallen angehören: 

(^O; ^l)i (^l; ^2) • • • (^n-l, a?n). 

^ Daher hat man die Ungleichungen: 



l{Xn-'i, X^ > /"(In) > X{Xn-ly X^, 

Multipliziert man jetzt diese Ungleichimgen beziehimgs- 
weise mit den Differenzen x^ — x^y x^ — a?!, • • • a:„ — Xn—iy 
die sämtlich dasselbe Vorzeichen haben, und addiert, so erhält 
man, wenn alle diese Differenzen positiv sind, d. h. wenn a<6 ist: 

h>jf{x)dx>s^, 



a 



und wenn a > & ist: 






Si < I f(x)dx<s.. 



a 

Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
Die Differenz 5^ — 5g kann man schreiben: 

«1— 52 = (^i — ^o)'^(^o;^i) + (^2— ^i)'^(^i?^2)H 

+ (Xn — a?n-i) d^ (Xn^l, ^n), 

wenn man mit d'(a, ß) = l(a, ß) — X (a, ß) die Schwankung 
der Funktion f im Intervalle (a, ß) bezeichnet. 

Ist nun die Punktion f(x) stetig in dem Intervalle (a, &), 
so kann man dieses Intervall in der Weise in Teile teilen, 
dafs in jedem einzelnen von ihnen die Schwankung kleiner als 
eine beliebig fixierte positive Zahl s ist (Nr. 21). Daher kann 
man die Differenz s^ — s^ kleiner als ^(6 — a), also auch 
kleiner als jede vorgeschriebene Zahl machen. 

Deswegen kann es nur einen einzigen zwischen s^ und s^ 

b 

enthaltenen Wert geben und da lf(x)dx diese Eigenschaft 

a 

hat, so schliefst man, dafs dies die einzige Zahl ist, die 
zwischen allen Werten s^ und 5^ enthalten ist. 
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b 

EoroUar. Ist f{x) eine stetige Funktion, so ist Tf(x)dx 

a 

der Grenzwert, gegen welchen hei wachsendem n die Summe 
konvergiert: . • 

S = (a^i — Xo)M) + (^2 - ^l) /*W H 1- {^n — Xn^{)f{sSn)y 

in welcher x^ = a, x^y a?,, • • • o?« = 6 der Gröfse "nach geordnete 
Werte von x und z^, ^s; • • • ^n wiWcürUche Werte von x sind, 
die den Intervallen (Xq, Xj), (x^, x^), • • • (xn-i, Xn) angeboren. 

In der That^ man fixiere eine beliebig kleine positive Zahl, 
die durch aQ> — a) bezeichnet sein möge^ und bestimme eine 
positive Zahl h so, daGs zu irgend zwei Werten von x^ deren 
Differenz kleiner als h ist, zwei Funktionswerte gehören, die 
sich um weniger als b unterscheiden. Teilt man nun das Inter- 
vall (a, 6) in beliebig viele Intervalle, deren jedes kleiner als 
h ist, so erhält man: 

6 



/' 



n— 1 



f(x) dX = 2j (^r+l — ^r) f{ir+l)y 


wo Ir+i ein bestimmter Wert von x in dem Intervalle {Xr, Xr^-i) 
ist. Daher wird die Differenz zwischen der S^imime s und 
dem Integral: 

h 



ß 



n— 1 

f(x)'dx — S=^r (Xr^i — Xr) |/(|r+l) — f(er.^l)]' 





Da nrai Ir+i und Zr-^i demselben Intervalle (Xr, Xr^i) an- 
gehören, dessen Ausdehnung ^kleiner als h ist, so ist auch ihre 
Differenz Meiner als h tmd | f(^+i) — fi^f-^-i) \ < ^- Daher 

b 

wird auch f f(x) dx — s < s (6 — a). Man kann also zu 

a 

einer beliebig kleinen positiven Zahl £ (6 — a) eine Zahl h be- 
stimmen, sodafs für jede Teilung des IntervaUes (a, b) in Teil- 
intervalle, deren jedes kleiner als h i&t, die Differenz zwischen 
der Sunmie s und dem Integrale absolut kleiner als £ (6 — a) 
wird; also hat s zum Grenzwerte das Integral, wenn alle Inter- 
valle gegen null konvergieren 'oder n unendlich grofs wird. 
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193. Die YOiigeii Sätne liefern eine neue Definition des 
bestimmten Integrales^ welche mit der bereits gegebenen zwar 
niclit gfoelicli gleichwertig ist^ die aber *dodi in den gewöhn- 
lichen Fällen mit ihr zasammeniäUt. 

Es sei f{x) eine Funktion^ welche in dem Intervalle (a, b) 
gegeben ist und es sei z. B. a < b. Wir wollen die Existenz 
-der oberen und der unteren Grenze der Werte von f(x) in dem 
Intervalle (a, b) und in jedem seiner Teüintervalle voraussetzen. 

Man nenne wieder Xq — a, x^y x^y - - - Xn^^b willkürliche 
wachsende Werte von Xy und l(cc,ß) und A(a, /J) die obere 
und untere Orenze der Werte von f(x) in dem Intervalle (a, ß) 
und betrachte die Summen: 

Si =^(Xr + l — Xr) l{Xrj Xr + l) 

und 

5j =^(Xr^i — Xr) X (Xry Xr+l)y 

in denen r alle ganzen Zahlen von bis n — 1 durchlauft. 

Es ist leicht zu sehen ^ dafs jede Summe s^ gröfser ist 
als jede Summe 5g •, daher giebt es eine untere Grenze 8^ der 
Werte von s^ und eine obere Grenze 8^ der Werte von s^ und 
es ist 8^ ^ Sg. 

Idt 8j^ = S^y so ist der gemeinsame Wert beider Summen 
die einzige Zahl^ die kleiner ist als alle Summen s^ und 

gröfser als alle Summen s^. In diesem Falle nennen wir 

b 

[x)dx ihren gemeinsamen Wert und sagen — in dieser 



ff^' 



Nummer wenigstens — , dafs die Funktion f(x) in dem Inter- 
valle (a, 6) integrierbdr ist. 

Besitzt f(x) ein unbestimmtes Integral, d. h. giebt es eine 
Funktion F(x), deren Ableitung f(x) ist, so ist nach dem 
Satze der vorigen Nummer F(b) — F(d) auch kleiner als 
alle Summen ^^ und gröfser als alle s^. Ist daher iS^ »» 5^^ 
so folgt: 



F(b) — F(d) ^Jfix) dx. 



Die b^den Definitionen des bestimmten Integrales^ n&mlich die 
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in Nr. 190 und die in dieser Nummer gegebene fallen daher 
zusammen, wenn beide anwendbar sind. Es könnte sich aber 
ereignen, dafs eine Funktion F{x) existiert, deren Ableitung fipc) 
ist, ohne dafs die obere imd untere Grenze der Werte von f{3c) 
in dem Intervalle (a, h) existiert; es können aber auch diese 
Grenzen vorhanden sein ohne dafs 8^ = 8^ wird und dann ist 
zwar die erste Definition anwendbar, aber nicht die zweite. Um^ 
gekehrt könnte 8^ = 8^ sein ohne dafs es eine Funktion giebt, 
deren Ableitung f{x) ist und dann ist zwar die zweite Defini- 
tion anwendbar, aber nicht die erste. 

Man beachte, dafs die Differenz 8^ — 8^ gleich der unteren 
Grenze der Werte von A = S{XrJri — ^r) S{xry OJr+i) ist, wo 
S (a, ß) die Schwankung der Funktion in dem Intervalle (a, /3), 
d. h. die Differenz ?(a, ^) — A(a, ß) bedeutet. Daher gilt: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür y dafs 
f(x) in dem Intervalle (a, b) integrierbar ist (ß. h, dafs 8^ = 8^ 
ist nach der neuen Bezeichnung) y besteht darin, dafs die untere 
Grenze der Werte von A null ist 

Wenn die Funktion f(x) in dem Intervalle (a, 6) immer 
wächst oder immer abnimmt oder wenn man das Intervall (a, b) 
in Teüintervalle zerlegen Icann, in deren jedem f(x) immer in dem- 
selben Sinne variiert, so ist sie in dem Intervalle (a, b) integrierbar. 

In der That, wächst f(x), so zerlege man (a, b) in n 

gleiche Teile, deren jeder gleich h = ist. Dann wird 

d (Xry Xr-{.l) = f(Xr^i) — f{^r) Uud A = Ä \_f(b) /"(ö^)] ^ud 

diesen Ausdruck kann man so klein mächen wie man will, 
wenn man h hinreichend klein nimmt. Ein ähnlicher Beweis 
gilt in den anderen Fällen. 

Ist f(x) stetig, so ist es auch integrierbar. 

Diese Behauptung folgt aus dem Satz Nr. 192. 

Ist f(x) unstetig für eine endliche Zahl von Werten in dem 
Intervalle (a, 6) oder nimmt man allgemeiner aus dem Intervalle 
(a, b) irgend welche Intervalle heraus, deren 8umme man be- 
liebig Mein machen kann, wnd ist für alle übrig bleibenden Werte 
von X die Funktion stetig, so ist sie integrierbar. 

In der That, man zerlege das Intervall (a, b) in die Inter- 
valle, in denen f{x) unstetig ist und deren Summe kleiner als b 
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ist^ und teile die übrig bleibenden Interralle beliebig. Dann 
zerlege man die Summe A in zwei Teile; der eine ent- 
spreche den ersten Intervallen^ dieser ist dann kleiner als 
€[l(ayh) — A(a, &)], eine beliebig kleine Gröfse. Der andere 
Teil von A entspreche den Intervallen, in denen die Punktion 
stetig ist; dieser kann ebenfalls beliebig klein gemacht werden. 
Daher kann man auch A kleiner als jede gegebene Gröfse 
machen und die Funktion ist integrierbar. 

Schliefslich war in dieser Nummer vorausgesetzt, dafs die 
untere Grenze des bestimmten Integrales kleiner ist als die 
obere Grenze. Ist dies nicht der Fall, so kann man das Inte- 
gral durch die Gleichung 



a ö 

I f{x) dx = — 1 fix) dx 



definieren. 

Es sind auch leicht die Formeln zu beweisen: 



ö c b 

I f(x) dx = I f{x) dx -\- j f(x) dx 

a a c 

und, wenn a < & ist: 

b 

(6 — d) l(a, b) >lf(x)dx > (b — a) A(a, 6). 

a 

Ist a>hj so müssen die Zeichen der Ungleichung umgekehrt 
werden. 

Man betrachte jetzt das bestimmte Integral als Funktion 
seiner oberen Grenze und setze: 

X 

F(X) = ff(x) dx. 



a 



Dann wird F{X + Ä) — F(X) =ff{x) dx und dieser Wert 

X 

ist zwischen ÄZ(X, X + Ä) und äA(X, X + Ä) enthalten. 
Da nun l und k endlich sind, so konvergieren diese mit h 
gegen nuU; F(X) ist also eine stetige Funktion. 

Genoccbi-PeftDo, Biff.- n. Integral-Bechnung. 18 



274 Adites Kapitel. 

Femer erhSlt inan aus der üngleicliung: 
ÄZ(i, X + Ä) > F(X + Ä) — F(X) > ÄA(X, X + Ä), 

die fClr A > gilt und aus der, welche fBr A < gilt and die 
sich aus dieser durch Umkehr der üngleichheitszeichen ergiebig 
dafis in jedem Falle: 

ist. Man lasse hierin h gegen null konvergieren. Ist f(x} 
stetig an der Stelle x ^= Xy so wird: 

lim Z(X, X + Ä) = lim A(X, X + Ä) = f{X) 
und daher: 

lim ^(^ + '0-^(^) = ^(X). 

Also hat F(X) zur Ableitui^ /^(X) an allen den Stellen , wo 
f(X) stet^ ist. 

§ 2. Anwendung der bestinmiten Integrale auf die 

(Geometrie. 

194. Viele geometrische öröfsen, wie Flächeninhalte^ Vo- 
lumina^ Kurvenbögen u. s. w. werden durch bestimmte Integrale 
gemessen. 

Es ist aber nützlich , genau zu fixieren, durch welche 
Axiome, Postulate und Definitionen wir dazu gelangen können^ 
auf die Gleichheit oder Ungleichheit zweier nicht vergleich- 
barer Gröfsen zu schlieisen und zu finden, dafs eine bestimmte 
Zahl eine gegebene Gröise mifst. 

Um die Gleichheit oder Ungleichheit zweier geometrischer 
Gröfsen zu erkennen, bedienen wir uns der folgenden Aimahmen: 

1) Zwei vergleichbare Gröfsen sind gleich, 

2) Ihf/rch Addition oder Subtraktion gleicher Gröfsen erhalt 
man gleiche Bestdtate, 

3) Der Teil ist kleiner als das Ganze, 

4) Die Differenz zweier ungleicher Gröfsen übersteigt, wenn 
sie eine hinreichende AnzcM von Malen zu sich seihst addiert 
'Wirdy jede gegebene Gröfse. 

Das Mafs einer Gröfse definieren wir in ahnlicher Weiise 
wie das Verhßltnis zweier Gröften: 
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Mcm sagt, dafs eine Zahl a eine Gröfse A mifst, wenn — 
unter U die Mafseinheit verstanden — durch m-mdlige Wieder" 
hbltmg von U und n-malige von A, die Gröfse mV gröfser^ 

gleich oder Meiner ist als nA, je nachdem die ZaM — gröfser, 
gleich oder kleiner als a ist 

Bei dieser Definition braucht man nieht Torauazusetzen, 
dafjB man U in gleiche Teile teilen kann. Ist ab^ U in 
^l^die Teile teilbar und hat daher das Produkt ]cU föj 
rationales k eine Bedeutung, so kann man die Torige Befixuti;» 
in die folgende verwandeln: 

Man sa^gtj dafs die Zahl a die Zahl A mißt, wenn — unter 
U die Mafseinheit verstanden — kU gröfser, gleich oder kleiner 
als A ist, je nachdem die rationale Zahl k gröfser, gleich oder 
kleiner als a ist. 

Von Nutzen wird uns sein der folgende 

8at0. Ist eine Gröfse A kleiner als die Gröfsen B^, B^y»-^ 
die durch die Zahlen i^, &3, • • • gemessen werden, ist aber A 
gröfser als die Gröfsen C^, C^, - • • , die durch die Zahlen Ci, c^, • • • 
gemessen werden, und giebt es eine einzige Zahl a, die Meiner 
ist als aMe Zahlen h und gröfser als die Zahlen c, so mifst die 
Zahl a die Gröfse A, 

In der That, es s^en m und je ganze Zahlen und man 
bilde die Gröfsen mU und nA, 

Es sei zunächst — > a. Da a die einzige Zahl ist, die 

kleiner ist als aUe Zahlen h und gröfser als alle Zahlen o, so 

ist — , das von a verschieden ist, nicht gleichzeitig kleiner 

als alle Zahlen h und gröfser als alle c. Also kann es nicht 
kleiner sein als alle Zahlen i. 

Es sei daher hr eine Zahl der Klasse h, für welche 
m 
n 
Dann wird nadi der Definition des Mafses: 



> ir ist und es sei Br die durch hr gemessene Gröfse. 



mU^nBr. 

Es ist aber Br> A und daher nBr > nA (Euklid, Buch V, 

Axiom III) und: 

mU> nA. 

18* 
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m 



ist. 



Es sei jetzt — < a; dann zeigt man ähnlich, dafs 

mU< nÄ 



m 



Endlich sei — »s a. Dann behaupte ich, dafs mU=nÄ 

ist. In der That, leugnet man dies, so ist mU kleiner oder 
gröfser als nA. Es sei mU kleiner als nA und es sei A ihre 
Differenz, also mU -{- A = nA, Dann giebt es (Annahme 4) 
eine Zahl TCy sodals ä^A > U ist. Man multipliziere die letzte 
Gleichung mit ky dann erhalt man kmU-^kA^^JcnA und 
daher (km + 1) ü'< knA. Diese Ungleichung ist aber absurd; 

denn es ist ^"^ = \- i— ffröfser als — = a und daher 

kn n * kn ^ n 

mufs wie oben bewiesen ist (km + 1) t7> knA sein. Also 

kann mU nicht kleiner als nA sein. In ähnlicher Weise 

zeigt man, dafs mU nicht gröfser sein kann als nA. Also 

schliefst man: 

mU= nA, 

Daher wird, wenn man U m-mal und A n-mal wieder- 
holt, die Gröfse mU gröfser, gleich oder kleiner als nA, 

jenachdem — gröfser, gleich oder kleiner als a ist; es ist 

also a die Zahl, welche A mifst. 

195. Ebener Plachenlnhalt. — Es sei y = f(x) die Glei- 
chung einer auf senkrechte Gartesische Achsen bezogenen 

Kurve. Man nehme an, dafs f(x) 
positiv und stetig in dem Inter- 
valle von a bis h und dafs a < 6 
ist. Den Abscissen 0A'= a und 
OB'=b mögen die Ordinaten A'A 
und B'B entsprechen. Ich behaupte, 
dafs der ebene Flächeninhalt, der 
von der Kurve AB^ den Ordinaten 
AA', BB\ und von der a? -Achse 
begrenzt ist, durch das Integral 



Flg. 6. 




jf(x)dx gemessen wird. 



In der That, man teile die Strecke A'B' in einzelne Teile 
und zeichne in den Teilpimkten die Ordinaten, sodafs der 
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gegebene Flächeninhalt in einzelne Teüe geteilt wird. Es sei 
PQP'Q' einer von diesen und man konstruiere die beiden 
Rechtecke^ deren Basis P'Q' und deren Höhe die gröfste und 
kleinste Ordinate der Punkte des Bogens PQ ist; dasselbe 
Verfahren ftlhre man für alle Teile aus^ in die man die ge- 
gebene Flache geteilt hat; dann ist diese kleiner als die Summe 
der ersten Rechtecke und gröfser als die Summe der zweiten^ 
nach welchem öesetze man auch Ä'B' teilt. 

Nennt man nun Xq = a, x^, ^27 ' ' ' ^»— i; ä^« = 6 die 
Abscissen der Teilpunkte von Ä'B' und l(a, ß) und A(a, ß) 
den gröfsten und kleinsten Wert von f(x) in dem Intervalle 
(a, ß)y so wird die Summe der ersten Rechtecke durch die 
Zahl gemessen: 

«1 = ^(a?r+l — Xr) l{Xr, Xr+i) 

und die der zweiten durch 

b 

und es giebt eine einzige Zahl j f(x)dx, die kleiner ist als 

a 

alle möglichen Werte von s^ und gröfser als alle s^. 

b 

Also ist ff(x) dx die Zahl^ welche den gegebenen Flächen- 

a 

inhalt mifst. 

196. Volumen. Gegeben sei irgend ein Körper und man 
suche sein Volumen F. Man zeichne eine Achse OX. und 
denke sich ein System von zu OX senkrechten Ebenen^ welche 
OX. in Punkten treffen mit den Abscissen 

Xq = a, x^j x^j ' ' ' Xn = i 

und welche den Körper in Teile zerlegen. Man nehme an, 
dafs der gegebene Körper zwischen den Ebenen x = a und 
X = h enthalten ist. 

Es sei f(x) der Flächeninhalt des Schnittes, welchen die 
Ebene mit der Abscisse x in dem Körper hervorbringt. 

Wir wollen f(x) als stetig voraussetzen. 

Man nehme an, dafs man erkannt habe, dafs das Vo- 
lumen, welches von zwei parallelen Ebenen begrenzt ist, 
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zwiscken den Voluminibus zweier Gylinder enthalten ist, deren 

Hohe die Entfernung der beiden Ebenen ist and deren Ba^en 

beziehungsweise der gröfrte und kleinste Fläebeninhalt des 

Sohnittes sind, den eine zu den beiden Ebenen parallele und' 

zwischen ihnen enthaltene Ebene in dem Körper hervorrufk. 

In den gewahnlichen Fällen ist die Richtigkeit hiervon leicht 

am erkennen, in allen Fallen könnte man dies als Postulat 

aufstellen. 

Alsdann ist das gegebene Volumen kleiner als die Summe 

von gewissen Cylindem, die durch 5^ = 27(iCr+i — ^r) l (^n ^r+i) 

gemessen wird, und gröfser als die Sunmie von anderen Cjlin- 

dem, die durch s^ «s 2J(XrJ^i — Xr) X(xr, a?r+i) gemessen wird. 

b 

Es existiert aber nur eine einzige Zahl j f{x)dXj die 

a 

kleiner ist als alle Werte von s^ und gröi^ier als die Werte 

h 

von 53. Folglidi mifst if{x)dx da» gegebene Volumen. 

a 

197. Bogenlänge einer ebenen Kurve. Es sei y = f(x} 
die Gleichung einer Kurve AB in rechtwinkligen Cartesischen 
Koordinaten. Man setze voraus, dab die Funktion f{x) eine: 
stetige Ableitung f(x) in dem Intervalle besitzt und dafs in 
ihm f(x) immer wächst oder immer abnimmt oder wenigstens, 
dafs man das Intervall (a, h) in Teilintervalle zerl^en kann, 
in deren jedem f(x) immer wächst oder immer abnimmt. 

Wir nehmen die zwei Postulate (Archimedes, ^sgl öfpatQa^ 
xccl xvXlvöqov^ A. Xa^ß. a und /S') zu Hülfe: 

1) Yon allen begrenzten Linien ist die Gerade die Tcürzeste. 

2) Bei allen begrenzten ebenen Linien, die nach derseWen 
Seite zu Jconvex sind, ist die eingeschlossene Meiner als die ein- 
schliefsende. 

Man setze F{x) = yi + fi^Y, also gleich dem reziproke» 
Cosinus des Winkels, welchen die Tangente des Kurvenpunktes^ 
dessen Abscisse x ist, mit der Achse OX bildet. Es sei (a, ß) ein 
Teilintervall von (a, b) und es sei PQ der zugehörige Kurveio- 
bogen. Alsdann ist der Bogen FQ zwischen zwei öröfsen 
enthalten, die durch die Zahlen 

{ß — a)l (a, ß) .und {ß — a) X (a, ß) 
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Fig. 7. 



gj^jueai^eQ werde»; wo l(cCj ß) und X(c^y ß) die obere und uut^r^ 
Grenze der Werte von F(x) in den^ Intjervalle (a, ß) be- 
zeichnen. In der Tbat^ der Bogen PQ ist gröfser als seine 
Sehne (Postulat 1). Diese wird aber gemessen durch 

yoj-«)*+[/'(^)-/^(«)?=(/j-«)|/i+ (^f^) = . 

= (/}-«) yi + n^y - (^ - «) Fi^i), 

wo x^ zwischen a und ß enthalten ist. Dieser Ausdruck ist 
gpöfser ^i.& (ß — cc) X (u, ß). 

Wenn femer in dem Interralle (a, /3), /"(^) iinmer wächst 
oder immer abnimmt ^ so ist der Bogen PQ immer nach der- 
selben Seite der Ebene konvex. 
Zeichnet man daher die Tangen- 
ten in P und Q an die Kurve^ 
so treffen sieh diese in einem 
Punkte M^ dessen Abscisse y 
zwischen a und ß enthalten ist 
und es wird nach dem zweiten 
Postulate: Bogen PQ<PM+MQ. 
Die Linie PMQ wird aber durch 
{y-a)F{a) + {ß-r)F{ß) ge- 
messen und, da F(a) und F{p) 
kleiner sind als l{ay ß\ so schliefst 

man, dafs der Bogen PQ kleiner ist als die durch (ß — a) ?(«, ß) 
gemessene Länge. 

Wenn in dem Intervalle («, ß\ f{x) nicht immer in dem- 
selben Sinne variiert, so kann man nach den gemachten An- 
nahmen dieses Intervall in andere zerlegen, z. B. (a, y), (y, d), 
(d, ß\ in deren jedem f{po) in demselben Sinne variiert. Daher 
wird der Bogen PQ kleiner als die Länge 

(y-a)Z(a, y) + (<J-y) 1{y, 8) + {ß-8) 1(9, ß) <(ß-a) l{a, ß) 

wie vorher. 

Dies vorausgeschickt, teile man das gegebene Intervall in 
Teile und wende auf jeden von ihnen die vorigen Ungleichungen 
an, dann wird der Bogen AB kleiner als das System der 
Längen, welche durch die Zahlen s^ = 2J(Xr^i — x^l^Xr^Xr^-^ 
gemessen werden und gröfser als die Längen, die durch die 
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Zahlen ^ «= £{Xr^i — Xr) ^{Xry Xr^y) gemessen werden. E» 
giebt aber nur eine einzige Zahl 

h h 

Jf{x) dx =fy^ + f{xy dx, 

a a 

die kleiner ist als alle Werte von s^ und gröfser als die Werte 
Ton 8^\ also mifst dies Integral den Bogen AB. 

Man sieht aus diesen Betrachtungen, wie man zu der Er- 
kenntnis gelangen kann, dafs eine bestimmte Zahl eine gegebene 
Oröfse mifst, ohne dafs man neue Definitionen zu Hülfe nehmen 
müJDste, die willkürlich sind oder doch so erscheinen. Wir sind 
yielmehr von den in der Anschauung unmittelbar gegebenen 
Begriffen der geometrischen Grofsen ausgegangen und haben 
diese nur durch die einfachsten Postulate yervollstandigt, di& 
bereits von den alten Geometem zugelassen wurden. 

Diese Schlufsweise, welche von Archimedes herrührt, kann 
man auch auf andere geometrische Gröfsen anwenden. Man 
erkennt aber leicht, dafs man sie nicht auf alle geometrischen 
Gröfsen anwenden kann, wenigstens nicht ohne neue Postulate 
einzuführen, die nicht allgemein zugelassen sind. 

§ 3. Berechnung der bestiinniten Integrale. 

198. Nach der Definition, die wir von einem bestimmten 
Integrale gegeben haben, erhält man seinen Wert mit Leichtig- 
keit, sobald man das unbestimmte Integral kennt. Man kann 
die Rechnung jedoch einfacher gestalten, wenn man direkt auf 
das bestimmte Integral die Integrationsmethoden anwendet, 
deren wir uns fttr die unbestimmten Integrale bedient haben. 

So fanden wir, dafs durch die Substitution x ^= q)(t)\ 



ff{x)dx=^ff[ip(t)]g>\t)dt 



wird. Diese Gleichung bedeutet, dafs nach Berechnung de» 
unbestimmten Integrales von f(x)dx: 

F(x) = ff(x) dx 
und durch die Substitution x = q){t) die Funktion F{q)(t)y 
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ein Integral des öliedes auf der rechten Seite wird. Nimmt 
man jetzt auf der rechten Seite das Integral bestimmt zwischen 
den Grenzen t^ und tj^, so erhalt man: 

Setzt man (p(t^ = Xq und V>{ti) = x^, so hat das ölied auf 
der linken Seite den Wert 



F{x;)-I(x^)^Jf(x)dx, 



also wird: 



ix 



ff(x)dx=fflv{t)']9'(ß)ät 



«0 



7t 

T 



Beispiele, Setzt man in I sia^xdXy x =^ ^ — z, so 

erhält man: ^ 

sin X = cos Zj dx = — dz. 

X nimmt die Werte und -^ an, wenn man z = -^ und 
setzt, also wird: 

2 

/ sin"»a; dx = — / cos'^jSf dz, 

7t 

Y 

Vertauscht man in dem Qliede auf der rechten Seite die 
Grenzen und den Buchstaben z mit x, so konmit: 

7t 7t 



/ siü^xdx = 1 cos^xdx. 





7t 

Es sei femer zu berechnen I -—. =— dx. Hier kennt 

J 1 + cos' X 

u 

man das unbestimmte Integral nicht. Man erhält: 



■.' 
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n 

1t 2 7t 

l + coB»ic ^* ■* J l + co8»a; ^^ + J 1 + <?08»aj ^^• 

ü V 7t 

3 

In dem zweit^i GUede auf der reohten Seite nvache man die 
Substitution x = 7e — g] dann wird sin x^^sing^ cos x= — cos 0, 

4<c = -d0 und far a; = f wijfd = f , ftr « = ^ 

xr =»= 0. Man erhält also: 

IL 

n 8 

^l + cos'a; ^ l + coB*ip ^ l + co»^ 

TT ^ TT 

T T 

Dieser Ausdruck spaltet sich in die Summe: 



n n 



i aixiz j P zsixie , 

^ 1 + cos' z t/ 1 + cos" i? 







xT * . r smzdz C dcosz , 



und daher wird: 



/ 



it 



1 ^ cos« g = ~ *^^ **^8 ®^® Y + *^^ ^^8 <iOS ==« ~. 



Setzt man diese Werte in das gesuchte Integral ein und 
beachtet^ dafs 



it n 

T Y 



/0sm0 j r XBinx , 

1 + 90S" ^ e/ 1 + C08*iB 







ist^ so erhält man endlich: 



/ 






dx = 



1 4- cos*aj i 



199. Die Regel der teilweisen Integration und einige 
der gefundenen Reduktionsformeln fahren auf Formeln von 
dem Typua: 

j fix) dx = qji{o^) +J ^(o?) rf^. 
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Setzt man F(x) == f f(x)dXy W(x) = ftlj(x)dXy so mrd 

F(x) = (p(x)+ W(x). 

Setzt .man dieser Formel erst x ^= x^y dum a; = x^ nnd 
subtrahiert^ so erhält man: 

oder: 1 /*(a;) dx = 9>(a?2) — 9(^1) :iil t(^) ^^• 

Um also ein bestimmtes Integral teilweise zu integrieren braucht 
man nur die Differenz der Werte zu bilden, welche der inte- 
grierte Teil an den Grenzen annimmt und das neue Integral 
zwischen denselben Grenzen zu nehmen. 

n 
T 

Man suche z. B. jsin^^xdx &Lr ganze, positive m. Wir 


haben die Formel gefanden [Nr. 185 (6)]: 

/• •„• j ' • cos X sin"*'"^ X , m — 1/.«. o •, 
sin"^xdx = — — I sm^^^xdx, 
m ' w J 

Wendet man daher die vorige Regel an, so erhält man, wenn 

m > 1 ist: 



T T 





Ahnlich findet man: 



1 w^xdx = ^ — ^ / sin^^^xdx. 



Jt 7t 

T T 



/ sin''*— ^a? da? = —zr^ I sin"*— *i»di» 


Wendet man so mehrere Male dieselbe Formel an, so kommt 
man für gerades m=^2n auf: 

T T 

I sin^ xdx=^ -^ j dXy 





7t 
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und daher wird: 



/ 



• «• j 2n — 1 2n — 8 1 n 

2n 2n — 2 2 2 



Ist dagegen m ungerade^ m »= 2n -f~ 1; so l^ommt man 
schlieJDslich auf die Integrale: 



n n 

T T 



/--^-/--' 



T 



»nd 44,r ™d: " 



/^.... 







8 

2n 2n— 2 2 



8in^»+irrda? = 2M^ ' ä^i^^=^ ' " T" 



200. Aus den vorigen Formeln können wir einen Aus- 
druck für it unter der Form eines unendlichen Produktes ab- 
leiten. In der That^ für ^ a? ^ -g- ist: 

^ sin ü? ^ 1 
und daher wird: 

sin*:»+^ X ^ sin*" x ^ sin*"~^ a? 
und also 



1t 7t 7t 

T TT 



/■ 



sin*"+*a;rfic < 1 sin*" a; da; < / sin* """^a; da?. 



Setzt man für die Integrale ihre Werte ein und vertauscht 
die Ordnung der Faktoren, so wird: 

2 4 6 2n — 2 2w « 1 3 5 2n — 3 2n — 1 



3 6 7 2n— 1 2n-fl^2 2 4 6 2« — 2 2n 

- 2 4 2n— 2 

^3 5 2n--l 

oder: 
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224466 2n 2n« 



18 3 5 6 7 2n— 1 2n+l ^ 2 

^2244 2n — 2 2n 



1 3 3 ö 2n — 1 2n— 1 

Hieraus folgt: 

w 2 2 4 4 2n— 2 2n~e 

Y T*T*T*"ö"*'* 2n — 1 * 2n— 1 ' 

WO 9 eine Zahl zwischen und 1 ist. 

Man lasse in dieser Formel n unbegrenzt wachsen; dann 

konvergiert der letzte Faktor __ gegen die Einheit^ 
also wird: 

n 2 2 4 4 

2 13 3 6 

Diese Formel verdankt man Wallis. 



§ 4. Besümnite Integrale mit unendlichen Grensen, 

oder Bolohe, in denen die zu integrierende Funktion innerhalb 

der Integrationsgrenzen unendlich wird. 

b 

201. Bei der Definition von (fix) dx wurde vorausgesetzt^ 

a 

dafs die örenzen a und b endliche Zahlen sind und dals auch 
die Funktion f(x) in dem Integrationsintervalle bestimmt und 
endlich ist. Bei passenden Verabredungen können wir jedoch 
demselben Symbol auch dann eine Bedeutung unterlegen, wenn 
diese Bedingungen nicht erfüllt sind. 
Unter den Schreibweisen 

« b -f-QO 

/ f{x) dx, I f(x) dx, I f{x) dx 



00 — 00 



wollen wir die Grenzwerte verstehen, denen, falls sie vorhanden 

b 

sind, jf{x)dx zustrebt, wenn beziehungsweise 6 gegen + <^; 

a 

a gegen — oo oder 6 gegen -|- cx> und a gegen — cx> kon- 
vergiert. 

Man suche z. B. fe~^''dx. Man hat: 





1 - e-** 
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b 
le-^'dx *= — ■^-^; je-^'dx = 

Lafst man h positiv unendlicli werden^ so wird für h>% 
lim e~** = und daher wird: 

b 

M dagegen Ä<0, ao wüehrt |/^*-d« | mit wwd^- 



00 

dem h selbst unbegrenzt und daher hat dann j er^'dx keinen 
endlichen Grenzwert. ^ 



Man hat: 



und daher 



I sin xdx^= — cos a: + C 

b 

f sinxdx == — cos "b + cos a. 



Lafst man hierin h unendlich werden^ so schwankt — cos b 
^s^öche«! -^ 1 und + 1, ohne einen beötimmten Gren«wei*t '«a 
erhaFten; daher hat der Aufdruck 



-OD 



smlv'dx 

a 

überhaupt keinen Sinn. 

Dasselbe gilt^ wenn man die untere Grenze oder beide 
Grenzen unendlich werden lafst. 

Man betrachte noch 



/ 



dx 1 , sc t jn, 

ÄH=^ = IT *~ *'«^ T + ^- 



Wir können ä > annehmen; denn in dem Differentiale 
kommt nur das Quadrat Tön h vor und nach den getroffenen 

Verabredungen können wir arc tang -r- als zwischen — y und 
+ Y öiithalten ansehen. Man erhält: 
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6 



/. 



dx 1 , h 



Läfst man b unendlich werden^ so hat man: 



00 



A 



die n 



Ä» + Ä» 2Ä 

Man hat auch: 

dx 1 . 2> 1 i a 

jjr+^ = -jj- arc t«g ^ - -jj- arc tang y 

und wenn man 2> gegen + (3o, a gegen — öo konvergieren 
lä&t^ so erhält man: 

' 00 

dx n 



f. 



f. 



Ä' + Ä« h 

In Nr. 188 fanden wir: 



•00 






6-*** 



er-*** cos JicdÄ: = , , ,, (a cos 6iJ? — 6 sin hx). 



^-ax 



e-^^ sin hccdx = rqrT« ("ö^ sin Jäj ^- 6 cos Ja?) 

Daher schliefst man, wenn a > ist: 



00 00 



Je-«*cos6a;rfa? = i5j^-jy, J^--«* sin*a?da? = ,^r;^ 



202. Kennt man von dem gegebenen Difierentiale d«» 
unbestimmte Integral, so erkennt man aus der Formel: 

h 

Jf{x) dx = F(J)) — F{a) 

a 

häufig sehr leicht, ob das vorgelegte Integral nwt ttnbegirenzt 
wachsendem h oder a oder h und a gegen einen endKchen 
Gfrenzwert konvergiert und ob daher die gegebene Funktion 
zwischen unendlichen Grenzen integrierbar ist. 

Andrerseits sind die folgenden Bjriterien von Nutzen, welche 
aüein durch die Untersuchung des Differentiales erkennte 
lassen, ob das Integral zwischen unendlichen Grenzen existieii;. 
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8at0, Behau die FunJcHan f{x) von einem bestimmten 

00 

Werte van x an ein festes Zeichen, so ist ff(x)dx unendlich, 

a 

wenn das Produkt xf(x) von einem bestimmten Werte von x an 
absolut grofser als eine endliche von null verschiedene Zahl bleibt 



00 



Dasselbe Integral rf(x)dx ist endlich, wenn das Produkt 

a 

ai^-^^f(x), wo n eine positive Zahl ist, von einem bestimmten 
Werte von x an absolut kleiner als eine endliche Zahl bleibt. 

In der That^ ist X ein Wert von x, von welchem an die 
Voraussetzungen des Satzes erfQllt sind^ so hat man: 

h X b 

I f(x) dx^=^ j f(x) dx '^- I f(x) dx, 

a a X 

Das erste Integral auf der rechten Seite ist endlich und 
von b unabhängig; man braucht also nur das zweite zu be- 
trachten. 

Ist z. B. f{x) positiv und xf{x) > A, wo A eine von 
null verschiedene Zahl ist, so wird f(x) > — und daher 

b b 

j f(x) dx> I — dx. Dieses Integral hat den Wert A log -^ 
imd konvergiert mit unbegrenzt wachsendem b gegen cx>. Also 

b 

wächst auch lf(x) dx mit unbegrenzt wachsendem b unbegrenzt. 

a 

Man nehme jetzt an, dafs ftlr alle Werte von x> X^ 

a?^+" f{x) < A sei, wo n > ist. Dann wird /*(a?) < -jx^ und fttr 

b 
hinreichend grofse X und b if{x) dx < — ( ^ < —^ • 

b 
Wächst daher b unbegrenzt, so wächst auch/ /"(a;) da? beständig, 

X 

denn seine Ableitung ist positiv; aber es bleibt immer kleiner 
als eine endliche Zahl. Daher konvergiert es gegen einen end- 
lichen örenzwert und dasselbe gilt für das vorgelegte IntegraL 
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Korollar. Behält f(x) von einem bestimmten Werte von x 

b 

an immer dasselbe Zeichen, so wird rf(x)dx mit b tmendlichy 

a 

wenn bei wnbegremst wachsendem Xy lim xf{x) endlich tmd nickt 
null oder tmendlich wird. Dasselbe Integral ist bestimml tmd 
endlich y wenn x^'^*f{x), wo w > 0, mit wachsendem x gegen 
einen endlichen Grensmert einschliefsUch der Ntdl konvergiert. 

Wenn die Funktion von einer bestimmten Stelle immer 
wieder das Zeichen wechselt^ so kann man das Kriterium an- 
wenden: 



oo 



jf{x)dx hol eitlen bestimmten endlichen Wert, wenn 



a 

oo 



/ I f{^) I ^^ endlich ist 

a 

b 

In der That, konvergiert j \f{x)\dx bei unbegrenzt 

a 

wachsendem b gegen einen endlichen Grenzwert^ so giebt es zu 
einem willkürlich fixierten positiven Werte s einen Wert von &, 
etwa b =:= B, so dafs: 



b' b b' 



1 1 f(x) \dx — / I f(x) I dic == / I f(x) \dx<,6 

a a b 

wird, wenn b und V zwei Zahlen gröfser als B sind (Nr. 15). 
Da aber^l f{x) | ^ f{x) ^ — | f{x) \ ist, so wird: 

b' b' b' 

f\f{x) I dx> ff(x)dx>-' i\f(x) 1 dx. 

b b b 

Man kann also zu einem willkürlich fixierten b einen 

Wert B von b bestinmien, so dafs die Differenz zwischen zwei 

b 

Werten, die jf{x)dx annimmt, wenn man b irgend zwei 

a 

Werte b und 6' gröfser als B erteilt, absolut kleiner als a 

b 

wird; das heifst ff{x) dx konvergiert mit unbegrenzt wachsen- 

a 

dem b gegen einen Grenzwert. 

Oenocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnung. 19 
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20S. Wird die Funktion f{x) fllr x ■-«= 6 imendiicli, so 

versteht man unter ff{x)dx den €^iMizwert — falls er 



6—« 



existiert — , gegen welchen J f(x) dx konvergiert, wenn s null 

a 

wird; dabei bedeutet b — e eine zwischen a und b entfaaKesie 
Zahl. Wird f(x) unendlich ffir x = a, so definiiert man: 

b b 

/f(x) dx = lim tf{x) dx, 

WO a + * zwischen a und 6 enthalten ist. Wird f(x) unend- 
lich an einer Stelle c zwischen a und b, so setzt man: 

b e — • b 

I f(x) dx = lim / f(x) dx + Km f f(x) dx. 

Ähnliche Definitionen stellt man auf, wenn f(x) an mehreren 

Stellen, die dem Intervalle (a, 6) angehören, unendlich wird. 

1 

, wo die zu inte- 



grierende Funktion an der oberen Grenze unendlich wird. 
Man hat: 

X 

dx 







==: 9XQ sm X, 



Läfst man x gegen 1 konvergieren, so konvergiert die rechte 



Seite gegen — ; daher wird: 



1 

/ ' dx _ «^ 





1 

2) Man hat f^ = 2y^, T^ = 2 — 2y^; 



läTst 



man € null werden, so kommt: 

dx fy 

yx 

' 



1 



daher: 
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1 

/doc m dm 

— =a log Xf also f — - «= — log 6 Hui 



1 1 

/^ = liiii f^ = + oo. 
• 

/dx 
Naek der Definition ist dies gleidi 



— 1 

4-1 — t' 



dem Grenzwerte von / — + 1 — , wo € und «' gegen null 



+• — 1 



konvergieren, es ist also: 



+1 

ax 1 • 1 c 
lim log-^ 



J X ^ s 

— 1 



Läfst man e and £' unabhängig von einander gegen nuU kon- 
vergieren, so konvergiert die rechte Seite überhaupt nicht gegen 

einen Grenzwert. Daher ist 1 — nicht bestmimt. 

J ^ 
—1 

204. Wenn man, wie in den vorhergehenden Beispielen, 
von dem gegebenen Differentiale das unbestimmte Integral 
kennt, so ist es unter Zuhülfenahme der Formel: 

^f{x) d{x) = F{h — b) — F{a) 



ß 



oft leicht die Existenz oder Nichtexistenz des Grenzwertes zu 
erkennen, wenn man s gegen null konvergieren iSXst. 

Manchmal kann man durch eine passende Wahl der Ver- 
änderlichen das gegebene Differential in ein anderes transfor- 
mieren, welches in den Integrationsgrenzen endlich bleibt. 
Will man zum Beispiel die Existenz von 







1/(1 _ x^(^i __ Jc^x*) ' ^ ^^ 



f 19 
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erkennen, wo das Differential an der oberen Grenze unendlieli 
wird, so setze man x = smq), dann liat man 

/ dx r dtp 

V(l — OJ«) (1 - k*x^ ~J Vi — *> Bin'q) * 

Läfst man jetzt q) gegen — und daher x gegen 1 konver- 
gieren, so bleibt die zu integrierende Funktion endlich und 
daher konvergiert auch das Integral auf der linken Seite gegen 
einen Grenzwert. 

Aber man kann in einer grofsen Zahl von Fällen aus der 
blofsen Prüfung des Differentiales die Existenz des Integrales 
erkennen, indem man sich der folgenden Sätze bedient. 

Satz. Wird f(x) für x = h unendlich und behäU es in 

b 

der Umgebung von x = b ein konstantes Zeichen, so ist f f(x)dx 

a 

unendlich, wenn in jener Umgebtmg das Produkt (b — x) fix) 
absohd gröfser als eine feste, von nuU verschiedene Zahl bleibt 
Bleibt dagegen in jener Umgebung das Produkt (b — o?)* f(x\ 
wo w < 1 ist, absolut kleiner als eine feste Zahl, so hol 

b 

I f{x)dx einen bestimmten endlichen Wert, 



a 



In der That, man nehme an, dafs die ausgesprochenen 
Bedingungen in dem ganzen Intervalle (a, V) erfüllt sind; 
würde dies nämlich nicht der Fall sein, so brauchte man nur 
das Integral in zwei andere zu zerlegen. Setzt man femer 
der Einfachheit halber a < 6 und 

f(x)>0, \{h-x)f(x)\>A 
voraus, so wird 

und daher: 

h—t 

f(x) dx> A [log (b — a) — log «]. 



// 



Läfst man b null werden, so wächst die rechte Seite unbegrenzt 
und dasselbe gilt daher auch für das Integral auf der linken Seite. 
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Ist andrerseits (6 — o?)* f{x) < A und n < 1, so wird unter 
«»logen AimBhmen 

und 

& — c 6 — c 



/«"=)"■' <^/ir^ 



a a 

Konvergiert daher s gegen null, so wächst j f(x)dx be- 

ständig; denn seine Ableitung ist positiv, es wächst aber nicht 
unbegrenzt und daher konvergiert es gegen einen Grenzwert 
und es existiert 



I f{x) dx. 



Korollar. Wird f(x) für x=b unendlich und hat (b — x) f(x) 
für X = b einen endlichen von nuU verschiedenen Grenzwert, 
oder amh einen umendlichen Grenzwert mit bestimmtem Zeichen, 

h 

SO ist ff(x)dx unendlich. Hat hingegen das Produkt (b — xYf(x\ 

a 

WO n<.l ist, einen endlichen Grenzwert einschliefslich der Null, 
b 

so ist I f(x)dx bestimmt und endlich. 



Korollar. / f(x) dx ist bestimmt und endlich, wenn dies von 

a 

b 

f(x) I dx 






gilt. 



§ 5. Bereohnnng einiger bestimmter Integrale. 

205. Man betrachte das Integral: 

1 

(1) B(ja, q) ^JxP-^(\ — xy-^dx, O > 0, g > 0), 
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welehea das Eulerseha Integral erster Art heüst. Es hat einen 
endlichen Wert^ wenn p und q positiv sind. In dw That, die za 
integrierende Funktion ist endlich för alle Werte x im Inneren des 
Intervalles (0, 1) und sie kann nur an den Grenzen des Inter- 
yalles unendlich werden^ falls p und q kleiner als 1 sind. Da 
aber x^-^ • x»-'^ (1 — ä?)«-* und (1 —x^^^ • xp-^{1 —x^-^ 
an der Stelle x ^=0 bezw. x =^ 1 den Grenzwert 1 haben, so 
schlieJst man, daJs das Integral immer endlich ist. 

Die Gleichung (1) definiert daher eine Funktion jB(jp, q) 
von zwei Veränderlichen für alle positiven Werte von p und q. 
Diese Funktion erfireui sich b^nerkenswerter Eigenschaften. 

Man setze in (1) x = 1 — Z] dann erhalt man: 

1 

B(p, q) = -J{l — z)P-^s^-''dz=J{\—z)P-''{fi-^dz 

1 

oder: 

(2) B{p, q) = B(q, p) ; 

das heifst die Funktion B(p, q) ist eine symmetrische Funk- 
tion der beiden Veränderlichen. 

Die teilweise Integration ergiebt: 

Setzt man die Grenzen ein, so erhält man, wenn g > 1 ist: 



1 1 



s 



dx. 



Benutzt man in dem Integrale rechter Hand die Identität: 

xP = a;P~^ — xP-^ (1 — x), 

so erhält man nach einigen Reduktionen [vergl. auch Nr. 180,(5)]: 
1 1 

JxP-^(l — xy-^dx ^ l~li A?y^nt — x^-^dx 

oder: 

(3) B(j?, q) ^ j^^ BO, q - 1). 
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Weidet man dieses Verfahren mehrmals an und sub- 
trahierty so lange 9 > 1 ist^ jedes Mal eine Einheit^ so kommt 
man auf ein Integral zurück, in welchem 2^1 ist. Wir 
kommen auf q = 1^ wenn q ganz war und da 

1 



B(jp, 1) ~fxP- 



P 





ist, so schliefst man, wenn q ganz ist: 

V*; J^\jf,(l) p + q^l p + q — 2 p + i p 

Eine ähnliche Formel würde man erhalten, wenn p ganz ist. 
Sind p und q beide ganz, so kann man die letzte Formel 
schreiben: 

206. Die Funktion B(py q) kann man für alle Werte 
p, q in ein unendliches Produkt entwickeln. In der That, löst 
man die Formel (3) nach dem Integral auf der rechten Seite 
auf und yermehrt q um eine Einheit, so erhält man: 

und durch mehrmalige Anwendung dieser selben Formel er- 
hält man: 

(5)B0,2)=^.£±:^...*±l±*5a,,2 + * + l). 

Es sei n eine ganze Zahl, die so beschaffen i&t, daJÜs 
» <C g ^ » + 1 wird. Da bei Yergröiserung von q »ich B(Pf q) 
verkleinert, so folgt: 

B(p, w + i + 1) > B{p, « + * + 1) > B(p, n + 4 + 2) 

oder 

Der Faktor ^^+^++1 '^ «^^'''^ ^- p + n + k+t '^ 
daraus folgt, dafs es eine Zahl zwischen) imd 1 giebt^ 
für welche 

wird. 
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Setzt man unter Berücksichtigung dieser Relation für das 
jB auf der rechten Seite von (5) seinen Wert aus (4), so er- 
hält man: 

1-2 •" (n + h) /. Qp \ 

' P(P+1) "{p + n + k)\ p-^n + k + l)' 

Dies kann man auch schreiben: 

1.2'"k(p + q){p + q+l)-''(p + q + k) 



S(P, q) 



p(p + l)...(p + k)q{q+l)---{q + k) 

(k+t)...(Jc + n) /. Qp \ 

k4-n) \ o -4- w 4- Ä; -4- 1/ 



Man lasse hierin ä = oo werden. Dann wird der zweite 
Faktor 1 und daher hat der erste Paktor zum Grenzwert 
J3(p^ q) oder es ist: 

oder auch: 

B{p, q) = 

p + a /i M \ /i M \ /i pg \ 

pq V (p+l)(^q+l))V (p + 2)(q+2))V {p + 3){q+3)J " ' ' 

Diese Formel gilt für alle positiven Werte von p und q. 
Das Produkt auf der rechten Seite konvergiert jedoch für jedes 
Wertepaar p und q, wenn man nur negative ganze Zahlen und 
die Null ausschliefst. 

Die Funktion B kann man auf eine andere Form bringen, 
wenn man eine andere Veränderliche in (1) einführt. Setzt 

et 

man x = -r—. — und schreibt dann für n wieder x, so er- 
hält man: 



00 



(7) Bis, a) =/^r^ ^-- 

Vertauscht man in der Formel (1), x mit sin^ Xy so erhält man: 



T 



(8) B(jp, q) = 2 /sin^p-i x cos^«- 1 x dx. 
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Setzt man hierin !> = y, g = y, so findet man: 

(9) ^(i, 4-)=«- 

Macht man in der Formel (6), 1> = ? = y> ^^ findet 
man die Formel von Wallis (Nr. 200). 
207. Das Integral 



(1) r(«) =J, 



00 



heilst das Eulersche Integral zweiter Art. Es hat einen end- 
lichen Wert, wenn n > ist. In der That, multipliziert man 
die zu integrierende Funktion mit irgend einer Potenz von Xy 
so hat das Produkt den Grenzwert null, wenn x unbegrenzt 
wächst. Es kann unendlich werden für a? = 0, wenn » < 1 
ist; da aber ir^~" • 6r-*ar"~^ für x =^0 den Grenzwert 1 hat, 
so schliefst man, dafs das Integral endlich ist. 

Die Funktion r(w) erfreut sich bemerkenswerter Eigen- 
schaften. Man erhält durch teilweise Integration 



/ e— *a;'*'-^ dx = — e-'x'^—'^ + (w — 1) / e-"*a;*- 
Setzt man die Grenzen ein, so wird für w > 1 : 



2 



dx. 



00 OD 



/ e-^ÄT"-^ dx= {n — 1)1 er^'x^'-^dx 



oder: 

(2) r(w) = (w — i)r(w — 1). 

Diese Formel gestattet den Wert von w, wenn er gröfser als 1 
war, auf einen Wert zwischen und 1 zurückzuführen. Ist n 
ganz, so kommt man durch mehrmalige Anwendung derselben 
Formel auf das Integral: 



00 



und daher wird fSr ganzes n: 

(3) r(«) = (« — !) (« — 2) • • • 2 . 1 = (w — 1)!. 



298 Achtes Kapitel. 

208« Man kann die Funktion r(n) in ein unendliches 
Produkt entwickeln. Man setze dazu in (1) x = he, wo k eine 
willkürliche positive Zahl ist; dann wird: 



OD 



(a) r(w) = Ä« / 6-*'0»-i du. 

Nun ist aber ^>1 + z und daher «r-** < und: 

CD 

dz 



^ ^ J {1 + z) 





Daa Integral auf der rechten Seite reduziert sieh auf die Funk- 
tionen B, wenn man setzt is = (Nr. 206, Formel 7) und 
es wird: 

00 1 



/f^ -/'"''' " '^"""' 



also 

(b) r(w) < fB(w, Ä — n). 

Auf der anderen Seite hat man: 

00 1 



I er^'0^-^dz> I e-'^'o^-^äa. 



Da aber er' > 1 — e ist, so hat man um so mehr: 

00 1 

und mithin wird: 

(c) r(w)>Ä«5(w, * + i). 

Schreibt man andrerseits in (b) an Stelle von ä:, )fc + w + 1, 
so erhält man: 

r(n)< (i + » + l)«5(n, Ä + 1) = i-5 («, Ä + 1) . (l + ti+i)". 
Yergleicht man diese Formel mit der vorigen, so folgt: 
(d) r(n) = l^Bin, Ä + 1) . (l + e ^)", 
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wo < 6 < 1 ist. Man lasse in dieser Formel Ic unbegrenzt 
wachsen^ dann erhält der Faktor des Gliedes auf der rechten 
Seite den Grenzwert 1 und daher wird: 

r(») = limÄ;«5(», *+l). 

Nimmt man Tc als ganze Zahl an und setzt f£Lr B seinen 
bekannten Ausdruck^ so folgt: 

V(n) «= lim Äf -7 — , '. ' — r^T • 

Vergleicht man diese Formel mit der Formel (6) der 
Nr. 206, welche die Entwickelung von JB(p, q) in ein unend- 
liches Produkt giebt, so schliefst man sofort, dafs die Funktion 
B sich durch die Funktion V ausdrückt. In der That, man hat: 

und daher wird 

r(i))r(g) _ ,. A;i(j> + g)(i) + g+i)---(f. + g + fe) 

r(j) + 9) i'(j»+l)---(l> + *)3(3+l)---"(3 + *) 

oder: 

Bis: i> = ™^- 

Setzt man hierin 1> = ff =«* y, so f(^: 

r&)'-^(4.^)-'. 

also 

r(|) = >^. 

209. Man betrachte noch das Integral: 



00 



=5= I er'^dx. 



Setzt man d? »«>: j/ir, so hat man 



» 1 



oder: 
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/■ 



00 



2 

Man hat: 

er^dx = / er^dx + / er'^dx, 

— oo — oo 

Setzt man in dem ersten Integrale rechter Hand x = — z^ so 
wird es mit dem zweiten identisch und daher wird: 

+ 00 



/ 



I e-''^dx = yx. 



00 



Das Integral 

I er'^'^dXy 



oo 



in welchem a eine positive Konstante bedeutet^ kann man auf 

das vorhergehende durch die Substitution a;"|/a = j2f zurück- 
führen; daher wird: 



J-f-oo 



■oo 



§ 6. Beilienentwiokeliing der bestinimten Integrale. 

210. Kann man die zu integrierende Funktion f{x) auf 
die Form bringen: 

/•(a;) = Wo + % H h «*«-i + -B«; 

wo Wq, t«i • • • stetige Funktionen von x sind, so erhält man: 

h b b b b 

j f(x)dx = / UQdx -^ I u^dx-\ f- / Un—idx + / -Bn dx. 



a 

b 



Man lasse hierin n unbegrenzt wachsen. Hat dann j R^dx 

a 

den Grenzwert null, so erschlieM man die Beihenentwickelung 
des Integrales: 

b b b 

ff{x) dx = h u^dx + I u^dx + • • • . 
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211. Man hat zum Beispiel: ' 

Daher erhält man nach Multiplikation mit dx und Integration 
zwischen und x: 



log (1 + x) 


= x — 


2 ~ 


3 




• + 


w 'Jl + a; 




Nun ist 














X 


dx — 


X 


X 


*dx-- 




X-+1 


1 + ea:, 


(« 


+ 1) (1 -1- 6«) ' 





wo 9 eine Zahl zwischen und 1 ist. Hieraus erkennt 

X 

man, dafs wenn — 1 < a; < 1 ist, / t-t — dx für n = oo den 



Grenzwert nuU hat und daher wird (Nr. 79): 

log(l + ^) = a:-^ + ^-^ + ..- (^-Kx^+1). 

Ist X nicht zwischen diesen Grenzen enthalten, so diver- 
giert die Reihe auf der rechten Seite. 

212. Man hat: 

also wird nach Multiplikation mit dx und Integration zwischen 
und x\ 

X 

^8 «.6 ^7 ^2« — 1 /» ^n 

are tang a; = a; - ^ + -^ - ^ + • • • ± 2^^3^ +J j:pp da;. 



Das letzte Glied hat den Wert: 



X X 



a^«+i 



+ l)(l + ex«)' 
ff 

wo 6 zwischen und 1 enthalten ist. Man sieht daher, dafs 

för — 1 < a; ^ + 1 dieses Glied den Grenzwert null hat und 

«rhält (Nr. 82) 

arc tang x = x 3- + "6 T"! ( — l<i»^+l). 
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213. Satz. Wenn man f(x) in eine Reihe entwickeln kann: 

die für aUe in dem endlichen Intervalle {a, h) enthaltenen Werte 
von X kcnvergierty und wenn diese Iteihe in dem gangen Inter- 
valle gleichmäfsig konvergierty so wird: 

b b b 

I f{x) dx = I u^dx -^ j u^dx -{---' . 

a a a 

In der That^ konvergiert die Beihe gleichmäfsig in dem 
ganzen Interralle, so heilst dies^ man kann 2su einer willkür- 
lich fixierten positiven Zahl b immer eine Zahl N finden^ so 
dafs der Best der Beihe von einem bestimmten Gliede an, dessen 
Index gröfser als N ist, immer kleiner bleibt als *, welchen 
Wert auch x in dem Intervalle (a, h) annehmen möge. 

Nennt man daher JS« den Best der Beihe vom n + 1*** 
Oliede an, so wird, wenn n> N ißt, | B„ | < «. Daher kann 

b 

man \ j'Rndx <is(b — a) beliebig klein machen, wenn man 

a 

e hinreichend klein wählt. 
Beispiele. 1) Man hat: 

und die Beihe auf der rechten Seite konvergiert gleichmäfsig 
in jedem endlichen Intervalle; denn ist a der gröJste abso- 
lute Wert, den x annimmt, so ist der Best der betrachteten 
Beihe vom n + 1*®° Gliede an absolut kleiner als der Best 



CK 

e 



a 



der entsprechenden Entwickelung von -^y welche konvergiert. 
Daher wird: 

b 



/ 



— <ia; = log6 + 6+s-»7 + ä-Tf + 



X — ^» ' ' 2 • 2 1 ' 3 • 3 1 

2) In ähnliclier Weise schlieJBt man aus der Reihe: 

fl'ivt /*• /»«i z)^^ /f^ 

'^3T"f"5T~TT''"' 



X 
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welche in jedem endlichen Intervalle gleichmäfsig kon^eigierfc: 



X 



J X "^ 8 . 3 1 ' 5 . 5 ! 7 7! 








3) Durch dasselbe Verfahren erhält man: 

h 

X ® 2-21 ' 4 -4! 

- l«g « + 272! - ITTl + • 



6 



4) Man sucht das Integral j^x^'^^dx. Man hat: 



^ = i + n + lf + ---' 

x^ ajw+i 

' e*^"-' = ^-^ + TT + "TT "1 

und diese Beihe konvergiert^ wenn n^lj gleichmäfsig in 
jedem endlichen Intervalle. Also wird: 



Setzt man die obere Gtreniie x=^ — oo^ so reduziert »ch die 

linke Seite auf ( — l)'*r(n); aber auf der rechten Seite werden 

alle Glieder unendlich. 

1 

5) Man sucht jaf^^dx. Man hat: 



1 ! a I 

und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gleichmäfeig 

föT alle (positiven) Werte von x, 

um das vorgelegte Integral zu berechnen^ braudrt man 

1 

daher nur Integrale vüsü Typus fsif^log^xdx ausEuföhn^. 



Man erhält aber durch teilweise Integration: 

af" logPxdx = — t:y log^^ t:t / ^ log^—^xdx 
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und daher: 



1 





Wendet man diese Formel mehrmals an^ so kommt man 

1 

schlielslich auf 1 af^dx = — r^ ; daher wird : 



/ 



1 





Durch Einsetzen erhält man daher: 

;r« * rfic = 1 — -, + 3F — 47 H • 



214. 8at0, Es sei: 

(1) f(x) = Uo + Ui+U^+"' 

und die Beihe cmf der rechten Seite sei m dem encUicfien 
Intervalle {a, h) gleichmäfsig Jconvergenty die Glieder dieser 
Reihe seien stetige oder imstetige Fmiktionen von x, sie seien 
aber in dem Intervalle (a, 6) irdegrierba/r im Simie der Defini- 
tion der Nr. 193, Alsdann ist auch die Funktion f(x) inte- 
grierbar wnd ihr Integral ist gleich der Summe der Integrale 
der einzelnen Beihenglieder. 

In der That^ man bestimme zu einer willkürlichen positiven 
Zahl 6 einen Wert von n so, dafs der Rest i?„ der Beihe (1) 
vom n + 1*®" Gliede an absolut kleiner als £ wird. Man teile 
ferner das Intervall (a, 6) in einzelne Teile, man setze der 
Einfachheit halber a <b voraus und nenne Si(p{x) und s^<p(x) 
die Summe der Produkte dieser einzelnen Intervalle mit der 
oberen beziehungsweise unteren Grenze der Werte von q>{x) 
in diesem Intervalle; alsdann erhält man aus der Gleichung: 

f(x) = Uq + U^'] [- Un-i + Bn 

die Ungleichungen: 
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und da | jß» | < £ ist^ so sind auch s^Rn und s^En absolut 
kleiner als a (6 — a). 

Nennt man Si(p(x) und S2(p(x) die untere und obere 
Grenze von Si(p(x) und s^(p(x)^ so folgt: 

^«/"C^) ^ ^2% H h ^a^n-i + e(h — d). 

Da aber die Funktionen u integrierbar sind^ so hat man 
h 

SiU^= S^u = judx] daher difiPerieren 5i/*(a;) und 8^f(x) von 



a 



einander um weniger als 2ß(6 — a), eine beliebig kleine 
Zahl; sie sind also einander gleich und die Fimktion f(x) 

b 

ist integrierbar. Das Integral jf{pc)dx unterscheidet sich 

a 

von der Summe der Integrale der ersten w Glieder der 
Reihe \xm weniger als £(6 — a), eine beliebig kleine Zahl. 
Daher wird: 



b b b b 

I f{x) dx = j u^dx '\- \ u^dx '\- I u^dx 



+ 



a 



215. Die teilweise Integration gestattet durch mehrmalige 
Wiederholung einige Integrale in Reihen zu entwickeln. 

X 

Gegeben sei z. B. j af^f(x)dx. Integriert man teilweise, 



indem man x^dx als zu integrierenden Faktor nimmt, so er- 
hält man: 

X X 



Wendet man auf das Integral der rechten Seite daselbe 
Verfahren an und fahrt so fort, so erhält man: 

Genoochi-Peano, Diff.- n. Integral-Bechnung. 20 
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I' 



^f{x) dx - g^ fix) - ^^ ^^^l^ ^^ fix) 

+ (ifi+l)(ifi + 2)(m + 3) f'^^^ 
=^(«i + l)(ifi + 2) ..(m + n)' ^"^^ 

X 

Man lasse hierin n unbegrenzt wachsen. Hat das letzte Glied 
den Grenzwert nnU, so erhalt man die Reihenentwickelung 
des Torgelegten Integrales. Setzt man in der Reihe m = 0^ 
so findet man unter den angegebenen Bedingungen: 

Jf(x)dX'^»f{x)-^f{x) + ^J'ix) . 



Diese Formel, welche man auch aus der Taylorschen Reihe 
erhalten könnte, yerdankt man J. Bernoulli. 

Wendet man die yorige Formel auf das Integral 



an, so findet man: 

n ^ n(n+l) • n(n+l)(ii+2) » 

u 

^n+OT— 1 

+ 



X 

ß 



n(n -{- 1) " ' {n -{- m — 1) 

X 



' n{n -{- 1) " ' {n + m — l)J 



Das letzte Glied hat den Wert 





n+m— 1^— e«, 



(ßxy'^'"-'-e^'''x 



n{n -{- 1) " ' (n -{- m — 1) ' 
dessen Grenzwert für m = oo null ist. Daher ist das vor- 
gelegte Integral gleich der Summe der unendlichen Reihe, 
deren m erste Glieder auf der rechten Seite der Gleichung stehen. 
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^216. Man kann aber auch die Taylorsche Formel direkt 
durch teilweise Integration erhalten. Man hat: 



a 

J(a - xrf{x) dx = ^"-y^' fix,) 



«o 



a 

+ -;;;^f(<^-^r+'nx)dx. 



«o 



Wendet man dieselbe Formel auf das Integral auf der 
rechten Seite an und wiederholt dieses Verfahren n Mal, so 
erhält man: 

a 

f(a - xYfix) dx = ^^^^m + (^^/W + - 

• 4- (« — X>l^ /"(n-l) (^ \ 

a 

+ 7— ttn-^-t— T— T /(a — ic> +»/*(«) (a;)dfa?. 
Setzt man hierin m = 0, so bekommt man: 

a 

Jfix)dx=^-^f{x,)+^^^r{x,) + ... 

Xo 

a 



«o 



Nimmt man jetzt an, dafs f{x) die Ableitung von F{x) 
ist, so erhält man: 

F(a)-Fix,)^^^F'{x,)+^^^F'\x,) + ..- 

a 

+ ^^^ Fi')(x,) + lJ(a-xyF^'+^x)dx. 



«o 



Dies ist gerade die Taylorsche Formel mit dem Bestgliede 

und dieses erscheint hier unter der Form eines bestimmten 

Integrales (vergl. S. 69 Anm.). 

Dieser Bestausdruck ist deshalb so bequem, weil er keine 

20* 
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unbestimmte Zahl 8 enthält. Setzt man in ihm a^XQ-^-h, 
und ic = fljQ + ht, so erhält man: 

1 



a 

Benutzt man die Formel ((p{x)dx = {a — ^o)9^i^i)) ^^ 

x^ eine Zahl zwischen Xq und a* ist, so erhält man: 

B = ^(a-x,){a^x,yi^^-^^){x,) 



n\ 



und dies ist die Cauchysche Form. Benutzt man andrerseits 
die Formel: 

a a 

f{a — a;)'»-F(»+i) (x) dx = JP'C^+D (a^i) j{a — xY dx 



«0 



SO bekommt man: 

und dies ist die Form von Lagrange. 



1 



Anmerkmigeii. 



N. 1—3. 

Die Analysis bant sich ohne jedes Postulat auf dem Begriff 
der Zahl allein auf. Obgleich nun dieser Begriff dem Leser ans 
der Arithmetik und Algebra bereits bekannt sein muTs, so wurde 
die Definition der irrationalen Zahlen hier doch noch einmal ge- 
geben, um die späteren Beweise, wie z. B. den in N. 14, klarer 
gestalten zu können. 

Der Begriff der irrationalen Zahl, wie er hier eingeführt wird, 
ist der einfachste und natürlichste und hat daher die gröfste Ver- 
breitung gefunden. Eine ausführlichere Entwicklung findet man 
in Bmi, FondamenU per la teorica delle ftmzioni di variabiU reäl% 
Pisa 1878, S. 1— 14^). 

Dem Wesen nach ebenso verfllhrt Bedekmd, SteHgJceit tmd 
irrationale Zahlen, Braunschweig 1872, dem sich Pasch, Mrikihmg 
in die Differmtial- tmd Integrälrechmmg^ Leipzig 1882 angeschlossen 
hat. Sie betrachten von den beiden von uns beschriebenen Zahlen- 
kategorien nur die erste, welcher sie den Namen „Zahlenstrecke^^ 
geben, und legen sie ihren Definitionen der arithmetischen Opera- 
tionen zu Grunde. 

Andre Mathematiker dagegen betrachten die irrationalen Zahlen 
als Grenzen der rationalen. Unter ihnen befindet sich Cantor^ Über 
die Ausdehmmg eines Satzes etc., Math. Ann., Bd. 5, S. 123, welcher 
zuerst die rationalen Zahlen bespricht und dann fortfährt: 

„Wenn ich von einer Zahlengrölse in weiterem Sinne rede, 
so geschieht es zunächst in dem Falle, dafs eine durch ein Gesetz 
gegebene unendliche Beihe von rationalen Zahlen 

(l) a^a^ ... an ... 

1) In der deutschen Ausgabe des Dini'schen Werkes: Gnmdlagen 
für eine Theorie der Ftmktionen einer veränderlichen reellen Gröfse, be- 
arbeitet von Lüroih und Sehepp, Leipzig 1892, wurde daher der Cantor- 
sehen Definition vor der Dedekind*Bchen der Vorzug gegeben imd die 
ersten acht Paragraphen, die von den irrationalen Zahlen handeln, 
umgearbeitet und die Beweise entsprechend modifiziert. 
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vorliegt, welche die Beschaffenlieit bat, daJüs die Differenz On+m — o» 
mit wachsendem n unendlich klein wird, was anch die positive 
ganze Zahl m sei, oder mit andern Worten, dafs bei beliebig an- 
genommenem (positivem rationalem) e eine ganze Zahl n^ vorhan- 
den ist, so dals (an^m — «») < t, wenn n'^n^ nnd wenn m eine 
beliebige positive ganze Zahl ist/* 

„Diese Beschaffenheit der Beihe (1) drucke ich in den Worten 
aus: Die Beihe (l) hat eine bestimmte Grenze b."^ 

Diese Definition haben sich auch Hamack, Die Elemente der 
Di/f,' u. IfU.-Bechnung, Leipzig 1871 und Lipschitz, Grundlagen der 
Analysis, Bonn 1877, S. 37 fast wOrtlich angeeignet; sie scheint 
uns jedoch weniger einfach, wie die BedMnd'^hB zu sein. 

Die Frage, wie die irrationalen Zahlen zu definiren sind, wird 
sehr ausführlich in Du BaiS'Reymond'B: Die allgemeine FuMianen- 
Üieorie, Tübingen 1882 erörtert. 

In vielen Büchern über die Analjsis werden die irrationalen 
Zahlen überhaupt nicht definirt; man erkennt aber leicht, dafs in 
einzelnen Beweisen Behauptungen aufgestellt werden, die vorher 
nicht begründet wurden. Man vergleiche Serret, Cowrs de Calcut 
diff. et int, Paris 1879, Bd. 1, N. 96. 

Bei den griechischen Mathematikern entspricht unserem Zahlen- 
begriff am besten das Yerh&ltnis, ISyog, zweier Gröfsen. Siehe das 
fünfte Buch des Eudid, 

N. 4. 

Eine allgemeine Untersuchung der Bedingungen, unter welchen 
geometrische Gebilde durch Zahlen gemessen und daher Gröfsen 
genannt werden können, findet man bei: 0. Stolz, Arithmetük^ 
Leipzig 1885 im fünften Kapitel. Dort findet man auch weitere 
Litteraturangaben. 

N. 6. 

Der Ausdruck FwnktUm hatte früher allgemein die ihm von 
Lmbnitz, Acta eruditorum, 1692 beigelegte Bedeutung. Jöh. Ber- 
noutti hat um so definirt: 

„On appelle . . . Fonction d'une grandeur variable, une quan- 
tite composee de quelque maniire que ce soit de cette grandeur 
variable et de constantes." Mem, de VAcad, Boy, des Sciences de 
Paris, 1718, S. 100; 

und später Ihder: 

„Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quo- 
modo cunque composita ex illa quantitate variabili et numeris seu 
quantitatibus constantibus." Introdu>ctio in Analysin Infinitorum, 
Lausannae 1748, S. 4. 
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Die Definition im Text dagegen, nach welcher es nicht nötig 
ist, daife p B,n X durch analytische Beziehungen gebunden ist, rührt 
von L^eime- IHridUet her, JDove^s Bepertorium der Physik, Bd. 1. 
Man vergl. die deutsche Ausgabe Dini*» S. 48. 

N. 7. 

Der Begriff des Grenzwertes ist ein Grundbegriff der Anal5r8is. 
Einige Autoren sind der Ansicht, er lasse sich nur durch die An- 
schauung gewinnen, andere definieren ihn entweder unvollständig 
oder mit Worten, die selbst wieder eine Definition nötig haben. 
Die Definition im Text findet man in allen guten Büchern über 
den Gegenstand und läM an Schärfe und Klarheit nichts zu 
wünschen übrig; sie ist nur etwas lang. 



Wir wollen hier den Grenzwert auf eine andere Art definieren, 
die von der gegebenen sich ihrem Wesen nach nicht unterscheidet, 
uns aber doch von Vorteil zu sein scheint. Wir werden nur den 
Fall besprechen, in dem die Variable unbegrenzt wächst. 

Mcm sagt^ die f{x) werde hei tmbegrenzt wachsendem x gröfser 
als eine Zahl a, werm alle Werte der f(x) von einem gewissen Wert 
von X an gröfser als a sind. 

Man sagt, die f(x) werde hei wnhegrend wachsendem x Meiner 
als a, wenn alle Werte der f(x) von einem getvissen Wert von x 
an kleiner als a sind. 

Man sagt, die f(x) habe hei vnhegren^ wachsendem x die 
Zahl a zur Grenze, wenn die f(x) gröfser als jede Zahl wird, die 
Meiner als a ist, und Meiner als jede Zahl, die gröfser als a ist. 

Alle Zahlen lassen sich in Bezug auf das Verhalten der Werte 
f{x) in drei Kategorien bringen: 1) solche, welche von Werten f(x) 
überschritten werden; 2) solche, welche von den Werten f(x) nicht 
erreicht werden; 3) solche, die weder gröfser noch kleiner als alle 
Werte f{x) sind. Man sieht leicht: Wenn eine Zahl in die erste 
Abteilung gehört, so gehören ihr auch alle kleineren an und ge- 
hört eine Zahl der zweiten an, so gehören dahin auch alle gröfseren; 
die Zahlen der ersten sind kleiner als die der zweiten und dritten 
und die der zweiten sind gröfser als die der ersten und dritten. 

Satz. Soll f(x) einer Qrenze zustreben, so ist die notwendige 
und anisreichende Bedingung dafür, dafs die erste und zweite Kate- 
gorie existiere und dafs die dritte entweder nicht bestehe oder nur 
eine einzige Zahl enthalte. 

Denn: Strebt f(x) der Grenze a zu, so wird es gröfser als 
alle Zahlen, die kleiner als a sind, d. h. alle Zahlen, die kleiner 
als a sind, gehören in die erste Kategorie; dem entsprechend ge- 
hören alle Zahlen, die gröfser als a sind, der zweiten Kategorie 
an und der dritten höchstens die einzige Zahl a. Wenn umgekehrt 
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die erste und zweite Kategorie bestehen und die dritte nicht, so 
existiert eine Zahl a, die nicht kleiner als irgend eine der ersten 
und nicht gröüiser als irgend eine der zweiten Kategorie ist; und 
wenn die dritte Kategorie nur eine einzige Zahl a enth&lt, so 
gehören alle Zahlen unter a in die erste und alle Zahlen über a 
in die zweite Kategorie. In jedem Fall wird f(x) gröfser als alle 
Zahlen unter a und kleiner als alle Zahlen über a; f(x) hat da- 
her a zur Grenze. 



Übrigens ist die Stärke des Wachsens der Werte einer Funk- 
tion f(x) bis zu einem gewissen Orade mefsbar und sie läüst sich 
mit demselben Becht, wie z. B. die imaginären Gröisen in die 
Mathematik einführen und studieren. 

In der That kann man bei ihr Gleichheit und Ungleichheit, 
sowie die analytischen Grundoperationen definieren. Sie gehören 
daher zu den analytischen Grölten. Es lassen sich die folgenden 
Definitionen geben: 

Wir sagen, f(x) werde bei unbegrent wachsendem x gröJGser 
oder gleich oder kleiner als g>{x), wenn von einem gewissen 
Wert von x an immer f(x) gröfser oder gleich oder kleiner als 
q>(x) ist. 

g>(x) kann sich auch auf eine Konstante reduzieren; die Gleich- 
heit oder tJngleicheit wird alsdann durch die Art des Wachsens 
Yon f{x) und eine Zahl definiert. 

Unter der Summe der Stärke des Wachsens Ton f(x) und 
q>(x) verstehen wir die Stärke, mit welcher die Summe f(x) -f- g>(x) 
wächst, und auf analoge Weise lassen sich die übrigen analytischen 
Operationen definieren. Ist g>(x) konstant, so werden die Opera- 
tionen durch die Art des Wachsens einer Funktion und eine Zahl 
definiert. 

Aus den vorstehenden Definitionen ergibt sich z. B.: dafs x 
gröfser als jede Zahl wird; dafs x* ebenfalls gröfser als jede Zahl 
wird, aber auch gröDser als X] dafs femer x^ gröfser bIs hx fOr 

jedes Ä wird, d, h. gröfser als jedes Vielfache von x-, dafs - gröfser 

als 0, aber kleiner als jede positive Zahl wird, wenn man x gröfsere 

Werth als beilegt. Dafs kleiner als jede positive Zahl 

und gröfser als jede negative Zahl wird, ohne gröfser oder gleich 
oder kleiner als Null zu werden; u. s. w. 

Diese analytischen Gröfsen, für welche der Satz nicht mehr 
gilt, dafs eine Gröfse, eine hinreichend grofse Anzahl mal wieder- 
holt, jede andere Gröfse übertrifft, treten auch bei der Ermittelung 
der Ordnung des Unendlichwerdens der Funktionen auf und bei 
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einigen Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnmig. Ein eingehen- 
deres Stndinm derselben würde jedoch zn weit fähren. 

N. 15. 

Die beiden ftuTserst wichtigen Theoreme, die hier bewiesen 
werden, sind in den von Cantor gegebenen Definitionen der irra- 
tionalen Zahlen implicite schon enthalten; vgl. die Anm. zn N. 1 — 3. 
Du BoiS'Beymond hat diese Theoreme in seiner Ftmktionentheorie 
„das allgemeine Konvergenz- nnd Divergenzprinzip'' genannt. 

N. 18. 

Der Beweis des Satzes rührt von Cattchy her, Analyse cdgi- 
hrique, Paris 1821, N. 3. 

Der geometrische Beweis, den C<mchy ebenfalls gegeben hat 
ibid. S. 44, in welchem angenommen wird, die Linie, deren 
Gleichung y = f{x) ist und von welcher zwei Punkte auf ent- 
gegengesetzten Seiten der x-kxA liegen, schneide diese Axe in 
irgend einem Punkt, ist unzulänglich. Denn man kann zwar dem 
Punktesystem der Abscissen x und Ordinaten f{x) den Namen 
Linie beilegen, hat damit aber noch nicht das Becht, auf ein 
solches System die Eigenschaften der Linien, wie sie in der 
Geometrie betrachtet werden, auszudehnen. 

Um den Wert dieses Einwurfs sich klar zu machen, beachte 
man, dafs eine Funktion f{x) far x ^= Xq stetig sein kann, ob- 
gleich sie nur rationale Werte in der Nachbarschaft des Wertes x^ 
annimmt; man könnte daher fragen, ob eine Funktion existiert, 
welche in dem Intervalle (a, &) stetig ist und nur rationale Werte 
annimmt. Offenbar läTst die geometrische Darstellung eine Ant- 
wort auf diese Frage nicht zu. Der vorliegende Satz und der 
folgende zeigen aber, dafs eine solche Funktion unmöglich ist. 

Der geometrische Beweis wäre exakt, wenn man die stetige 
Funktion als eine solche definierte, die von einem Wert zu einem 
andern nicht übergehen kann, ohne durch alle dazwischen liegen- 
den Werte zu gehen. Gerade diese Definition befindet sich nun 
in einigen Büchern; unter den Neueren führen wir Gühert an, 
Cowrs d'cmdlAßse infinitesimale, Löwen 1872; irrtümlicher Weise 
sucht aber der Verfasser auf S. 55 die Aequivalenz seiner Defini- 
tion mit der hier benutzten zu beweisen. Diese Gleichwertigkeit 
besteht aber gar nicht; denn, wenn bei der Annäherung des x 
an a f(x) zwischen Werten oscilliert, welche die f(a) enthalten, 
ohne irgend einer Grenze zuzustreben, so ist f{x) für x = a nach 
unserer Definition unstetig und nach der Definition Grüberfs stetig. 
Siehe auch Barboux, Memoire su/r les fondions discontmaes^ Ann. 
scient. de Tecole normale sup. Bd. IV. 

Ebenso wenig folgerichtig ist der Beweis, den Serret gibt. 
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Cours d'Älgübre supSrieure, Bd. 1, S. 95 (4. Ausg.). Abgesehen 
von anderen üngenanigkeiten, nimmt der Verf. an, ein System 
Yon unendlich vielen positiven Gröfsen sei zwischen zwei positiven 
Werten eingeschlossen; dies ist nicht genau, da die untere Grenze 
eines Systems positiver Zahlen die Null sein kann. 

N. 20 und 21. 

Eine ausfOhrlichere Besprechung der Stetigkeit der Funktionen 
findet man in Dini, Grundlagen etc. 

Den zweiten Satz in N. 20 und den ersten in N. 21 ver- 
dankt man Weierstrafs, der zuerst die Notwendigkeit erkannte, ihn 
zu beweisen. Siehe Schwarz^ Journal von Grelle, Bd. 72, S. 141. 

Der zweite in N. 21 rührt von Ccmtor her. Siehe Heine, 
Journal von Grelle, Bd. 74, Ba/rhoux, Memoire etc. S. 73, Dini, 
Grundktgen etc. § 40. 

N. 28. 

Der Buchstabe e zur Bezeichnung der Grenze von (l -| ) 

wurde von Ihder eingeführt, Introductio in Analysin infinitorum, 

I, § H5. 

N. 31. 

Die in den Beispielen 6 und 7 enthaltenen Sätze verdankt 
man Cauchy, Analyse älgebrique, S. 48 u. ff. Der erste Satz lautet 
bei ihm: 

„Si pour des valeurs croissantes de x la difference /'(a;+ 1) — f(x) 

converge vers une certaine limite Ä, la fraction ^^ convergera 

en meme temps vers la meme limite." Dabei wird nicht zur Be- 
dingung gemacht, dafs eine obere Grenze der Werte der f(x) in 
jedem endlichen Intervall existiert. 

Die Sätze 9 — 13 rühren ebenfalls von Cauchy her, ibid., S. 103. 
Der Satz 9 gilt auch dann, wenn man die Stetigkeit der Funktion 
f(x) nicht voraussetzt, sondern nur annimmt, dafs die Werte, welche 
sie in einem endlichen Intervall erhält, kleiner als eine endliche 
Zahl sind. S. Barboux, Sur un theoreme fondamental de la g40' 
märie projedive^ Math. Ann., Bd. 17, S. 55. Den Satz 13 hat 
auch Poisson behandelt, TraM de mScamque, Bd. 1, S. 14 und 
Ahel, Oeuvres cornpUtes, Christiania 1881, 1, S. 6. Über analoge 
Fragen siehe Nou/velles annales, 2® serie, question 763. 

Man kann noch das folgende bemerkenswerte Beispiel von 
ünstetigkeit hinzufügen. 

Setzt man fp{x) = lim ,' , , so ist g>{x) == 1, wenn 
rr ^ 0, und (p(0) = 0. Alsdann wird die Funktion von x 
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lim g> (sin n! tta;), 

wenn man zn der Grenze kommt, indem man n ganze, positive 
unbegrenzt wachsende Werte beilegt, far ein rationales x Nnll und 
far ein irrationales x die Einheit. 

N. 32. 

Mac-Lemrin, Ä treaUse of Fluxions, S. 579 definiert als Deri- 
yierte (flussione) einer Funktion einer Variablen: „anj measnres 
of their respective rates of increase or decrease, while they vary, 
or flow, together". Er präzisiert in der Folge diesen Begriff ge- 
nauer und findet die Derivierten der gewöhnlichen analytischen 
Funktionen. 

Diese Art, die Derivierte aufzufassen, ist durchaus streng; in 
ihr tritt der Begriff der Grenze nicht ezplicite auf; wir halten es 
daher für angemessen, sie hier kurz wiederzugeben. 

Nachdem definiert ist, was man darunter versteht, eine Funk- 
tion wachse oder nehme ab f£Lr einen speziellen Wert der Variablen, 
wird von einer Funktion f(x) gesagt, sie wachse filr x = Xq rascher 
als eine andere q>{x\ wenn die Differenz f(x) — g>(aj) fftr rr = ic^ 
wächst; in diesem Fall sagt man, q>(x) wachse weniger rasch 
als f(x). 

Alsdann wird festgestellt, dafs bei einer linearen Funktion 
das Verhältnis des Zuwachses der Funktion zu dem Zuwachs der 
Variablen konstant ist, dafs die Funktion um so schneller wächst, 
je gröfser dieses Verhältnis ist, und diesem konstanten Verhältnis 
der Name „Derivierte der linearen Funktion" gegeben. 

Man sagt, f(x) habe für x = Xq die Derivierte f{Xf^, wenn 
f(x) für X = Xq weniger rasch als jede lineare Funktion wächst, 
die eine gröfsere Derivierte als f{x^ hat und rascher wächst, als 
jede lineare Funktion, die eine kleinere Derivierte hat, als f(Xf^, 



Man hat lange Zeit geglaubt, jede stetige Funktion habe eine 
Derivierte, indem man annahm, dies ergebe sich zur Genüge aus 
geometrischen Betrachtungen über die Tangenten an die Kurven. 
Später gab man analytische Beweise dafür, die wenig genügten. 
Die Frage wurde schliefslich dadurch gelöst, dafs man zahlreiche 
Beispiele von stetigen Funktionen beibrachte, denen die Derivierte 
für einen speziellen Wert der Variablen (s. Beisp. 6 — 9) oder für 
unendliche oder auch für alle Werte der Variablen fehlt. Siehe 
unter Anderen Weierstrafs, Jowrnal von CreUe^ Bd. 79, S. 29; 
Barboux, Arm, ScienHf. de V^cole Normale, 2. Serie, Bd. 4, S. 92 
und Bd. 8, S. 195; Dini, Crnmdlagen etc., 10. Kap. S. 205 u. ff.; 
Wiener, CreUe's Journal, Bd. 90, S. 221. 
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In der Natur treten oft Funktionen auf^ die nnr bis auf eine 
konstante Gröfse b definiert sind, welche sich mit den zn Gebote 
stehenden Instramenten nicht mehr messen l&fst. 

Bei derartigen Funktionen kann von einer Deriyierten keine 
Bede sein. Denn, es sei f(x) die wahre Funktion und q>(x) die- 
jenige, welche sie ersetzt und von ihr um weniger als e abweicht. 
Setzt man f(x) == 9>(ic) + ö(^)» so wird 

f{x + h) — fix) _ q>{x + h) — q>(x) ■ G(x + h)'-G{x) 

LftHst man nun h der Null zustreben, so l&fst sich daraus, dafs 
man weiTs, dafs S(x) und S{x -]- h) ihrem absoluten Wert nach 
kleiner als die feste Gröfse £ sind, kein Schlufs auf den Grenz- 
wert des letzten Gliedes ziehen und mithin auch nicht auf den 
Grenzwert des Ausdrucks auf der linken Seite. 

N. 36 und fF. 

Die Ausführungen im Text beweisen die Existenz der Deri- 
yierten und bestimmen sie zu gleicher Zeit. Das Verfahren, welches 
verschiedene auch neuere Autoren eingeschlagen haben, Gleichungen 
aufzustellen, aus denen die Deriyierte sich ergibt, beweist nur, dafs, 
wenn eine Deriyierte existiert, sie die gefundene ist. Yergl. Serret, 
Cälcid etc., N. 25, 26, 46, etc.; Sturm, Analyse, N. 38 etc. 

N. 44—45. 

Der hier gegebene Beweis der Grundformel der Analysis wird 
Ossian-Bonnet zugeschrieben. Man yergl. Serret, CalcuL etc., N. 14. 
Wie ihn Serret fuhrt, ist er nicht ein wandsfrei. Die Worte: „il 
faudra qu'elle (die Function) commence a croitre en prenant des 
yaleurs positives, ou a decroitre . . ." drücken einen ungenauen 
Begriff aus, weil eine Fxmktion für einen speziellen Wert der 
Variablen nicht wachsend, nicht abnehmend, nicht konstant sein 

kann, wie es z. B. bei der Funktion rr sin — für a? = der Fall ist. 

' X 

Man sehe einen Aufsatz des Verfassers in den Nouvdles Annales, 
1884, S. 45 nach und ibid. S. 153 und 252. 

Damit das Theorem N. 45 gilt, genügt es, dals die Funktion 
f(x) für die Werte von x innerhalb des Intervalls (a, h) eine 
Deriyierte habe und an den Enden a und h stetig sei; diese Deri- 
yierte kann auch für irgend einen Wert von x unendlich grofs 
sein, wenn sie dabei nur ein bestimmtes Vorzeichen behält. Vergl. 
Dini, GruncU,, S. 90 u. ff. 



Eine allgemeinere Formel wie die in N. 45 ist die folgende. 
Wenn f(x)^ 9>(^)) '^i^) ^^ ^^^^ ^^^ Intervall (a, 6) angehörigen 
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Werte von x eine Derivierte zulassen, so ist für einen gewissen 
zwischen a und h liegenden Wert x^ 



f{x^) (p\x^) ip\x^) 
f{a) (p (a) 1/; (a) 
f{h) cp(h) ^(h) 



0. 



Setzt man i/;(ic) = 1, so erhält man die zweite Formel und wird 
aufserdem g>{x) = x, die erste. 

Eine andere, von Warmg herrührende Formel, die ebenfalls 
aus dem Theorem in N. 44 abgeleitet wird, ist die folgende. Wenn 
f(x) in einem gewissen Intervall die Derivierte f(x) hat und 
f(a) = f(i) = ist, so existiert ein zwischen a und h liegender 
Wert von a?, für welchen f(x) — 1c f(x) = ist, worin k eine 
willkürliche Konstante bedeutet. Um es zu beweisen, hat man 
nur den angefahrten Satz auf die Funktion f(x) e~~** anzuwenden. 

In den Notw, Ann,, 2. Serie, VI, S. 415 findet man andere 
Beweise, welche jedoch die Stetigkeit der Derivierten zur Voraus- 
setzung haben. 

N. 49. 

Beisp. 16. Die Formel in diesem Beispiel verdankt man 
Leilmit0, Miscellcmea BeroUnensia, 1710. Vergl. Taräy, Note sur 
ime formule de Leibmtz, Nouv. Ann., 1869, S. 69. 

Beisp. 19. Man hat verschiedene Formeln vorgeschlagen zur 
Bestimmung der successiven Derivierten der Funktionen von Funk- 
tionen : 

Hoppe, Theorie der independenten JDarstellwng der höheren 
DifferenUalqiwHenten. Leipzig 1845; und Math. Annalen, Bd. 4. 

Schlömilch, Compendvwm der höheren Anälysis, Bd. 2. 

Most, Math. Ann,, Bd. 4. 

Gatting, ebenda, Bd. 3. 

Bertra/nd, Cälcid diff^renüel, S. 309. 

Ter quem, Nouvelles Annales, Bd. 9. 

Tardy, Giornäle di Matematidie, Bd. 2. 

Mossa, Fais, ebd, Bd. 13. 

Teixära, ebd., Bd. 18. 

Fergola, Annali di Matematica, 1858. 

Fad di Bnmo, ebd., Bd. 6, 1855; derselbe, Formes Unaires^ S. 4. 

N. 50. ' 

Die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts verstanden 
unter einer Eeihe immer die Funktion, aus welcher man diese 
Beihe durch ein geeignetes Verfahren erhielt, und beachteten nicht 
immer ihre Convergenz. CoMdyy, Anal, alg., Kap. 6 verdankt man 
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die genaueren Definitionen, die noch heute im Gebranch sind; ihm 
und Ahd die strengen Beweise der Sätze. Viele von ihnen sind 
allerdings schon von B, Bolzano von Prag (1781 — 1848) mit aller 
Strenge aufgestellt und bewiesen worden. Siehe Stölz^ Math. Ann., 
XVIII, 255. Freilich findet man auch noch heute unvollständige 
Definitionen und Beweise, wie z. B.: 

„Eine unendliche Beihe, welche einen bestimmten, endlichen 
Wert reprftsentirt, heilst honvergenty' Rcmsenberger, Th, d. perio- 
dischen Funktionen, Leipzig, 1884, S. 23. 

Die divergenten Reihen in eigentlich divergente und oscil- 
lierende oder unbestimmte zu teilen, erscheint niir überflüssig. 

N. 55. 

Nicht richtig ist der Satz, den man in einigen Büchern findet: 
„Ist lim Un ^ 0, so läfst sich nur behaupten, dafs die Beihe nicht 
unbestimmt sein kann/' Novi, Algebra superiore, S. 56. 

So ist z. B. die Reihe, für welche w« = sin Yn -^liv — "j/w tc 
ist, so beschaffen, dafs lim ««„ = ist, weil 

- . l/n + 1 « — l/n n Vn + 1 « + l/n n 
Mn = 2 sm ' cos ■ ^ 

und bei unbegrenzt wachsendem n der zweite Faktor zwischen 
— 1 und + 1 enthalten ist, der erste aber zur Grenze Null hat. 

Trotzdem strebt Sn = sin yn % mit wachsendem n keinem Grenz- 
wert zu, weder einem endlichen noch einem unendlich grofsen. 

N. 56. 

Diesen Satz hat Cauchy, Ancd.^ S. 124 aufgestellt; viele Andere 
haben ihn dann auch gebracht, z. B. Serret, Calcul, S. 133, in fol- 
gender Fassung: „La s^rie Uq, t«^, . . . est convergente lorsque 
la somme m» + Wn+i + • • • "f" ^n+p+i tends vers z^ro, quel que 
soit jp, quand n augmente indefiniment." 

Diese Worte lassen sich in dem Sinne auslegen, wie in dem 
Text »und bilden dann einen genau richtigen Satz; es lässt sich 

ihnen aber auch die Deutung geben, dafs die Summe «» -| \- w«4^p_i, 

nachdem man p willkürlich festgesetzt habe, bei unbegrenzt wach- 
sendem n der Null zustrebe; der Satz wird dann falsch. Gerade 
diese zweite Bedeutung hat ihm Catala/n, Theorie elSm. des Series, 
S. 4, Note 2 beigelegt; er bestreitet daher seine Gültigkeit. Man 
erkennt daraus wieder, dai^ die Abfassung der Sätze durchaus 
klar sein mufs. 

N. 62. 

Verschiedene Mathematiker haben diesen Satz in zu weitem 
Sinn gefafst. So behauptete Olivier in dem CrdU^schen Journal, 
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die notwendige nnd ausreichende Bedingung für die Conyergenz 
der Beihe sei lim nUn=^ 0^ und Äbd bewies in demselben Journal, 
dafs diese Bedingung nicht ausreicht (Oeuvres^ S. 399). Übrigens 
ist die Behauptung AbeVSj es sei „tr^s juste" dafs „la serie ne 
peut pas etre convergente si le produit nun n'est pas nul pour 
n sxs cx)'', in dem Sinne aufzufassen, dafs die Reihe nicht konvergent 
sein kann, wenn nUn einer Grenze zustrebt, die nicht Null ist. Es 
kann aber vorkommen, dafs die Beihe konvergiert, obgleich nu^ 
überhaupt keinen Grenzwert hat. Man betrachte z. B. die Beihe, 
deren Glieder mit dem Index 

1, 2', 3^, . . . m®, . . . 
bezüglich 

1 i- i- 1. 

sind, und deren übrige Glieder derart sind, dafs sie für sich eine 
beliebige konvergente Beihe bilden. Das Produkt nUn wird, wenn n 

eine dritte Potenz =»= m^ ist, m = if/n; läfst man nxm n unbegrenzt 
wachsen, so nimmt nUn beliebig grofse Werte an. 

Die Behauptung Bertrand\ Gähul diff,, S. 239, dafs bei einer 
konvergenten Beihe „nu« tend necessairement vers zero^\ ist daher 
unrichtig. Vergl. ebenda, S. 232; Novi, ÄnaMsi (ügebrica^ S. 102. 

Bichtig dagegen ist der Satz: „Bei einer konvergenten Beihe 
mit lauter positiven, beständig abnehmenden Gliedern ist lim nUn= 0.^^ 
Dieser ist z. B. von CaUälan a. a. 0. aufgestellt, aber mit xmvoll- 
ständigem Beweis. Catalan beweist nur, dafs, wenn lim ntin von 
Null verschieden ist, die Beihe divergiert, während er dei^ Fall, in 
welchem diese Grenze nicht existiert, überhaupt nicht bespricht. 

N. 63. 
Diesen Satz verdankt man Caicchy, Siehe Catalan, Series S. 16. 

N. 67.' 

Die Taylor*Bche Formel, wurde — wie damals üblich — ohne 
den Best i2, von Taylor im Jahre 1715 aufgestellt. 

Es ist jedoch zu bemerken, dafs Joh. BernouMi 1694 eine 
Formel angab, die seinen Namen führt und der Taylor'schen etwa 
gleichkommt, da man mittelst Yertauschung von Buchstaben von 
der einen zur anderen übergehen kann. Yergl. Joh. Bernoulli, 
Opera onmia, Bd. 1, S. 125. Wir halten daher seinen Anspruch 
auf die Priorität für nicht unberechtigt: „Quam eandem seriam 
postea Taylorus, interjecto plusquam viginti annorum intervallo, 
in librum, quem edidit a. 1715, De MeGiodo i/ncrementorwm trans- 
ferre dignatus est, sub alio tantum characterum abitu.^^ Opera, 
Bd. 2, S. 584. 
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Den Best hat Lagrange in die Form (3) gebracht, Theorie 
des fandums analtftiques^ Paris 1813, Kap. 6, wo er auch in der 
Gestalt eines bestimmten Int^rals entwickelt wird. Die Formel 
(2) r&hrt von Caudnf her, Exerdces de maikemaUques, Bd. 1, 8. 29 
und Comptes rendus des siamces de VÄc. Franq^ 1840, 8. 642. 

Fehlerhafte Beweise der ToyJor'schen Beihe haben J. Eanig, 
Nauv. Arm., 1874, B. 270 nnd E. Amigius^ Nauv, Ann,, 1880, 8. 105 
gegeben. 



In Bezog anf die Gültigkeit der Taylor^schen Beihe oder 
besser, weil es einfacher ist, der Madanrin'schen, lassen sich fol- 
gende Fftlle anfahren. 

Die Beihe kann for jeden Wert von x gelten, wie bei ^, sin x, 
cos X, etc.; 

oder sie kann nnr für passend eingeschränkte Werte von x 
gelten, wie bei log (l -j- ic), (l + ic)"*, arc tg x, etc.; 

oder die Beihe kann f&r gewisse Werte von x konvergieren, 

ohne dals ihre Summe den Wert der gegebenen Funktion hfttte. 

_i_ 

Dieser Fall tritt z. B. bei der Funktion e ^ ein, welche für x=0 
mit ihren sämtlichen snccessiven Derivierten zu Null wird; die 
Maclanrin'sche Beihe konvergiert daher f&r alle Werte von x, ohne 
zu ihrer Summe die Funktion zu haben. 

Es lassen sich aber auch noch Beispiele von Funktionen an- 
geben, bei welchen die Maclaurin'sche Beihe fär jeden Wert von o;, 
mit Ausnahme des Wertes, x = 0, divergiert. Man betrachte z. B. 
die Beihe 

TS} ^ »» 

worin die a» beliebige Zah]^n und die hn positive Zahlen sind, 
von der Beschaffenheit, dafs die vorstehende Beihe für ein Intervall 
konvergent ist, welches in seinem Inneren den Wert x = ent- 
hält. Die Glieder der vorstehenden Beihe sind, von dem dritten 
(n = 2) an, ihrem absoluten Wert nach kleiner als die Glieder 

und diese Beihe läfst sich in der That konvergent machen; setzt 
man z, B. &n = + ^^](^n ^nd wählt das Vorzeichen derart, dafs 
hn positiv ausföUt, so konvergiert die aus den absoluten Werten 
von (2) gebildete Beihe für jeden Wert von x, und (l) ist kon- 
vergent und zwar gleichmäfsig in jedem endlichen Intervall. 

Differenziert man die Beihe (l) mehrere mal, so ergeben sich 
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andere Bei&en, von denen jede in die Summe mehrerer vom Typiss 

(7 ^ !L_!L zerföllt, deren Glieder ihrem absoluten Wert 

-^ (1 + h^xr 

nach kleiner als die Glieder C r^ o^'^^~^ sind: mithin conver- 

K 

gieren alle Reihen, die man durch Differentiation der Glieder der 
gegebenen Beihe erhält, in jedem Intervall gleichmäfsig. Folglich * 
hat die Funktion f{x) bestimmte und endliehe Derivierte für jeden 
Wert von a?; man findet 

/•(0) = ao, f{0) = a^, ^f{0) = a^ — %\, 

• ^ • -^ JJ-[ f^^iO) = an flF«_2&«-2 + (»n-'4fin-4. — • • • . 

Wie man daraus erkennt, lassen sich die willkürlichen Gröfsen 
«0, i»!, «2? • • • derart bestimmen, dafs f{x) und ihre Derivierten 
für x = beliebig gegebene Werte haben, und kann man diese 
Werte so wählen, dafs die Maclaurin'sche Beihe für jeden Wert 
von X divergiert. Man braucht z. B. nur f-^^O) = [nl^ zu setzen. 
Man sehe Du Bois-Beymond , Über den GMtigkeitsbereick der 
Taylor* sehen Beihenentwicklimg, Math. Ann., XXXI, 8. 109. 



I>ie Tar^lov'sche Formel Mst sich auf folgende Art aus- 
drücken : 

Wenn die 1*®, 2*®, ... w*® Derivierte der f(x) für x = Xq 
existiert, so ist 

worin s eine Gröfse bedeutet,, die Null zur Grenze hat, wenn h 
der Null zustrebt. Setzt man n= 1^ so ergibt sich die Form/el, 
welche zur Definition der Derivierten dient (N. 43). Natürlich 
mufs /*(«?), wenn die n^ Derivierte für x = Xq existiert, auch die 
vorhergehenden Derivierten in der Umgebung von Xq besitzen, 
über die w*® Derivierte hinaus braucht man aber weder die Existenz 
noch die Continuität in der Nähe von Xq vorauszusetzen. Diese 
Formel ist leicht zu beweisenvund genügt für die Amwendang 
auf die Theorie der Macdma tmd Minima und auf die Geometrie. 
Diese Art, die Tajlor'sche Formel zu fassen, bietet, wie uns 
schiBtnt, viele Analogie mit dem Yerfahron der alten' Mathematiker 

Genocchi-Peano, Diff.- o. Integral-Bechnimg. 21 
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znr Zeit, als man die Konvergenz der Beihen noch nicht in Be- 
tracht zog. 

N. 69. 

Maclaurin gab diese Formel in seinem Ä treaUse of ßixions^ 
S. 610; fügte aber hinzu: „This theorem was given by D. Taylor." 

N. 70. 

Die Beihenentwicklung von e', sin x und cos x hat zuerst 
Newton gegeben. 

N. 72. 

lAov/oille hat bewiesen, dafs die Zahl e nicht die Wurzel einer 
Gleichung zweiten Grades mit rationalen Koeffizienten sein kann, 
und später Hermite, Swr la foncHon cxponentidle, Paris 1874, dafs 
sie nicht die Wurzel irgend einer algebraischen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten sein kann. 

N. 75. 

Die binomische Formel hat Newton in seinen Briefen an Leibnitz 
vom 13. Juni und 24. Oktober 1676 gegeben. Eine vollständige 
Diskussion der Konvergenz der Beihe und ihrer Summe findet 
sich bei Abel, Oeuvres, S. 219 angestellt. 

• N. 79. 

Diese Beihe rührt von Nie. Mercator her, Logarithmotechnica, 
1668. 

N. 82—83. 

Diese Beihe verdankt man Jacob Gregory, Exercitationes geo- 
metricae, 1668. John JM achin berechnete nach seinem Verfahren 
im Jahre 1706 den Wert von 7t auf hundert Decimalstellen. 

Dafs TT und jr^ irrationale Zahlen sind, ist schon lange be- 
wiesen. Lindemann, Über die Zahl jr, Math. Ann., XX, S. 213 
zeigte schliefslich, dafs sie nicht die Wurzel irgend einer alge- 
braischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten sein kann, und 
bewies damit die Unmöglichkeit der Quadratur des Ejreises mit 
Lineal und Zirkel. 

N. 84—87. 

Genocchi sagt in seiner Abhandlung Intorno alle funzioni i/nter- 
polari, Atti della B. Acc. delle Scienze di Torino, XHI, 1878: 

„Die Eigenschaften der Interpolationsfunktionen wurden in 
einer Abhandlung in Bd. XVI, S. 329 — 349 der Ännales de Mathd- 
maüques von Gergorme (Nismes, 1825 — 1826) diskutiert, die Ger- 



Anmerkimgen. 323 

gönne selbst auf Grund sehr summarischer von Ampere gelieferter 
Noten zusammengestellt hat. Später, im Jahre 1840 wurden diese 
Eigenschafken von Cavbchy in Bd. XI der Comptes rendus, S. 755 — 
788 reproduziert und in demselben Band XI, S. 835 — 847 und 
ebenda, S. 933 hat Cauchy gezeigt, wie die Interpolationsfunktionen 
zur Auflösung numerischer Gleichungen zu verwenden sind. Diese, 
Funktionen sind dieselben, welche Newton in seine allgemeine Inter- 
polationsformel eingeführt hat, die er im Lemma Y, Buch lU seines 
Werkes PMlosophiae natwralis Prmcipia mathemaUca (3. Ausg., 
London 1726, S. 486 — 487) aufstellt, und welche Lagrcmge in den 
Legons ilementaires swr les mathematiques (Journal de Vtkole Foly- 
tec^nique, Bd. 2, 7. und 8. Heft, S. 276, Oeuvres de Lagrcmge, 
Paris 1877, Bd. 7, S. 285) in die Form 

y =P+öi(^— i>)+^2 i^—pyi^—Q)+S9 (^—p) (^ —q)(^—*')+ etc. 

gebracht hat. Diese Formel wird auch von Jacohi in Grelles 
Journal^ Bd. 30, S. 138 zitiert. 

Cauchy dehnte im Jahre 1821 den Geltungsbereich der Lagrwnge- 
sehen Formel aus, indem er eine rationale gebrochene Funktion 
bestunmte, deren Zähler vom (n — 1)*®'' und deren Nenner vom 
^ten Qrade ist, und die für w -f- « gegebene Werte von x^ m -^ n 
gegebene Werte anninmit (Analyse älgdhrique, S. 528). Jacohi 
behandelt dieselbe Frage in seinem eben erwähnten Aufsatz (CreUe, 
Bd. 30, S. 127—156) mit grofser Ausführlichkeit; er gibt dort 
/^ItUiM;^ v e ffviolfach t e Ausdrücke des Zählers und Nenners des gesuchten 
' ^ Bruches mit Hülfe von Determinanten und macht darauf aufmerk- 
sam, wie wichtig für die Theorie der AbeFschen Transcendenten 
die Darstellung gegebener Werte durch rationale gebrochene Funk- 
tionen ist. Er untersucht dort auch noch besonders den speziellen 
Fall, in welchem alle oder einige der Werte x^^ x^^ . . . 0;^+«— i, 
die man x beilegt, einander gleich werden (ebenda, S. 148). 

Auch BdlavUis beschäftigte sich wiederholt mit den Inter- 
polationsfunktionen. Man sehe seinen an dem Istituto Yeneto am 
22. Juni 1856 gehaltenen Yortrag: Sulla risoluisione numerica ddle 
equazioni, § 15, und den anderen vom 17. Juni 1860: Appendice 
alle Memorie svUla risolueione numerica ddle equazioni, § 30; aufser- 
dem den lithographierten Biasswnlo ddle lezioni di Algebra, die er 
an der Universität Padua 1867—1868 gehalten hat, § 81 und 84." 

In derselben Abhandlung Intorno etc., in welcher Genocchi die 
vorstehenden Angaben macht, drückt er die Interpolationsfunktionen 
und mithin auch den Best einer Interpolationsformel durch mehr- 
fache Integrale aus; in einer anderen Abhandlung Sopra rnia pro- 
prietä ddle ftmzioni interpolari, Atti della R. Acc. d. Scienze di 
Torino, XYI, 1881 beweist er die Formel in N. 86, ohne Inte- 
grale zu Hülfe zu nehmen. Der im Text gegebene Beweis rührt 

21* 
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aber von Schwarz her, AUi deU' Acc, di Torino, Bd. 17, 1882, 
wiewohl der Entwurf dazu sich schon bei Bertrand, Calc. diff. S. 164 
vorfindet. Wenn die Yariabelen komplex sind, so l&lst sich die 
Interpolationsfonktion in die Form eines bestimmten, Iftngs eines 
Weges genommenen Integrals bringen, analog der bekannten Form 
einer Deriyierten. Siehe Feamo, Stdle fwnfsumi mterpolari, Atti della 
B. Acc. di Torino, Bd. 18, 1883, wo sich einige durch Interpola- 
tionsfhnktionen erhaltene Beihenentwicklimgen befinden. 

Andere Eigenschaften dieser Funktionen sind in den Bei- 
spielen 31 — 34 am Ende des Sjipitels enthalten. Die Interpola- 
tionsfonktionen yon af^ sind mit den uiZep^-Fonktionen WronskVs 
oder den homogenen vollständigen Funktionen identisch. Siehe Trudi, 
Giomale di Matemaiiche, Bd. 2, S. 153. 

Siehe anch Frohenius, Über BdaMonen etoiscken den Nähe- 
rungsbrüchen von Potenzenreihen, Crelle's Journal, 90, S. 1. 



Eine allgemeinere Formel, wie die in N. 87, ist die folgende: 
Wenn die (n -f- l) Funktionen fo(x)^ ^i(^)» • • • /»W ^ ^^ 
Werte von x^ welche einem Intervall angehören, innerhalb dessen 
sich die Werte, die wir x zulegen werden, befinden, Derivierte bis 
zur (n — ly^ Ordnung haben, so ist 

/oW /"iC^i) • • • aw 



= 



worin u einen mittleren Wert zwischen x^^ x^^ , . . x^ bezeichnet. 
Man braucht in dieser Formel nur f^ix) == f{x) zu machen und die 
successiven Funktionen den successiven 0*"^, 1*®'', 2*®**, . . . Potenzen 
von X gleich zu setzen, um zu der Formel in N. 87 zu kommen. 
Allgemeiner noch ist die Determinante I^uU, deren Horizontal- 
reihen man aus 

/•(«), r(«), . . . fKa); m, fQ>\ . . . /w(6); . . . 

erhalt, wenn man dem Buchstaben f verschiedene Indices gibt. 
Darin ist 

« = (a + 1) + (^ + 1) + • • • + (1 + 1) - 1 

und u ein passender Mittelwert von x zwischen a, b^ ... l. 

In dieser Formel ist die vorhergehende und die Tajlor'sche 
Formel enthalten. 
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Die InterpolationsAuiktiodien finden vielfache Anwendung land 
erlanben mit grölfiter Leichtigkeit gewisse Sätze •en heweisen, von 
denen viele Autoren komplizierte nnd oft ungenaue Beweise g^en. 
W^in z. B. J^(^) eine Funktion von t und n andeiien Variabeln 
(^1, • • • tn) ist, so l&Tst sich das System der n Gleichungen 

F{t;)==0, JP(^)=0, ... 2^(^ = 
auch 

Hk) = 0, -^(^1, fg) = 0, . . . F(^, ^, . . . ^«) = 

schreiben, und, wenn man die Yariabelen f^, t^^ ... tn nach einem 
willkürlichen Gesetz dem t zustreben läfst, so werden die vor- 
stehenden Gleichungen in der Grenze 

F(t) = 0, F\t) == 0, . . . F(«-i)(0 = 0. 

Dieser Satz kommt in der Geometrie bei der Untersuchung der 
Berührung von Curven und Flächen vor. 

K 88. 

Die obere Grenze des bei der Benutzung der logarithmischen 
Interpolationstafeln begangenen Fehlers, ist, wenn sie durch die 
Interpolationsfunktionen berechnet werden, viermal so klein, als die 
Grenze, welche Serret, CakuL, Bd. 1, N. 119 angibt, und achtmal 
so klein, als die von Sturm, Analyse, I, N. 137. 

N. 91—93. 

Die Sätze über die Konvergenz unendlicher Produkte hat 
Coriolis aufgestellt und Cauchy, Anal, alg,, N. 9 veröffentlicht. Die 
Untersuchungen über die Unabhängigkeit der Konvergenz von der 
Anordnung der Faktoren rühren her von Weierstrafs, Credefs 
Journal, 51 und Dmi, Asm, di Mat, Serie 2, 11. 

N. 94—96. 

Cauchy hat in seinem Cours d' Analyse, S. 131 angenommen, 
die Summe einer konvergenten Beihe, deren Glieder kontinuierliche 
Funktionen einer Yariablen sind, sei selbst eine kontinuierliche 
Funktion. Dieser Satz ist unrichtig, wenn man nicht andere ein- 
schränkende Bedingungen hinzufügt, wie von Ahd nachgewiesen 
wurde; siehe Oeuvres compläes, Ohristiania 1871, Bd. 1, S. 224. 
Vergl. Du Bois-Beymond^ Notiz über emen Cauchy'sdien Satz, etc., 
Math. Ann. Bd. 4. 

Unrichtig ist auch der Satz in Bezug auf die Differentiation 
von Beihen, den Duhamei, Journal de lAouvüle^ XIX, S. 118 auf- 
stellt und den Beriarand, CaldU diff&refnüd, S. 271 wiederholt: 

„Lorsqu'une s^rie ti^ + ^i "l~ ' ' *? ^^nt tous les termes sont 
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r^els et fonctions d'tine meme variable x, est convergente ponr 
tontes les valenrs de x comprises entre deux limites x^ et ^, et 
deyient discontinue pour nne valenr particuli^re x = a^ de teile 
Sorte que pour x = a — s et x = a -{- b hi difiference des yaleurs 
qu'elle acquiert reste finie qnand c est infiniment petit, la serie 

des d^riv^es -^ + "X^ -["'•• est divergente pour x = a." 

Um sich von seiner Unrichtigkeit zu überzeugen, setze man 
z. B. 

f(x, n) = 



. — nx 



1 + inxy e'^'+e 
Man findet leicht, dafs 

für fl? > , lim f(x^ w) = 1, 



00 



für a;<0, lim /•(x, n) = — 1, 

n = co 

für a; = 0, lim /"(O, n) = ist. 



:Q0 



und dafs überdies die Derivierte /i(0, w) = ist. Man denke 
sich nun die Eeihe, in welcher die Summe der ersten n Glieder 
gerade f(x^ n) ist, also 

f(x, 1), f(cc, 2) = f(x, 1), fix, 3) - f{x, 2) . . .; 

sie konvergiert für alle Werte von x und hat 1, bez. — 1 zur 
Summe, je nachdem x positiv. Null oder negativ ist; die Sunune 
der betrachteten !|^ihe ist daher für x = diskontinuierlich und 
die aus den Derivierten der Glieder für x ^^ gebildete Beihe, 
also 

0, 0, 

ist trotzdem konvergent. Auf die Unrichtigkeit dieses Satzes wurde 
schon von Dim und Darhoux hingewiesen. 

N. 97. 

JBeisp. 4, Diese Formel wurde von Joe, BernouMi, Ars con- 
jectandi, S. 97 gegeben. Sehr viele Autoren beschäftigten sich mit 
ihr. Man findet sie zum grofsen Teil zitiert in Bd. 8 der 
Äfmäles scienUf. de VJ^c. Norm, stip., 2. Serie, S. 55 u. ff. 

7. Siehe CcUakm, Nouv. Ätm,, 1. Serie, Bd. 17, S. 434 und 
Bd. 18, S. 152 und 197; Bealis, Nouv, Am., 2. Serie, Bd. 7, 
S. 159. 

10 und 11. Einen sehr eleganten Beweis dieser Sätze hat 
Lcmrent gegeben, Nou/v. Ann., 1862, S. 127. 

^ö— ^7. Siehe Etder, IntroducHo etc. Kap. 9, 10 und 11, 
wo man noch viele andere unendliche Produkte und Reihen findet. 
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Die SchlnTsfolgernngen Eulefs sind übrigens heute der neu ein- 
geführten Definitionen wegen nicht mehr ausreichend. 
28, Siehe EuLer^ Introdudio etc., Kap. 15. 

N. 99. 

In Bezug auf die Kontinuität der Funktionen mehrerer Va- 
riablen verdient eine unrichtige Behauptung in Cauchif^ Cours 
d' Analyse, S. 37 erwähnt zu werden: 

„Soit . . . f{Xy y, z , , ?) une fonction de plusieurs variables, 
o;, ^, jer, . . ., et supposons que, dans le voisinage des valeurs par- 
ticuliires X, F, Z, . . . attribuies a ces variables, f{x^ y, ^ß^, • • •) 
soit a-la-fois fonction continue de o;, fonction continue de ^, fonc- 
tion continue de a^ etc. On prouvera ais^ment que, si Ton dä- 
signe par er, /3, }', . . . des quantites infiniment petites, et si Ton 
attribue a o;, ^, ier, . . . les valeurs X, F, Z, . . ., ou des valeurs 
tr&s voisines, la diff^rence 

/*(« + «, 2^ + /5, ^ + y, • • •) — /"(«i y, »^ " ) 

sera elle-meme infiniment petite." 

Aus Beisp. 2 der N. 123 ergibt sich die Unrichtigkeit dieses 
Satzes. 

N. 103. 

Ein sehr einfaches Beispiel einer Funktion zweier Yariabelen, 
bei welcher es nicht erlaubt ist, die Beihenfolge der Differentia- 
tionen zu vertauschen, wird in K 123, 5 gegeben. 

Ein anderes weniger einfaches Beispiel findet man in Harnack, 
Biff.- u, Int,-B,, S. 97 und Dmi, Lezioni di cmaUsi infinitesimale, 
Pisa 1877—78, I, S. 127. 

N. 109. 

Irrtümlicher Weise nimmt Serret ^ Calcul etc., Bd. 1, S. 194 
an, die Tajlor'sche Formel gelte auch für die Funktionen mehrerer 
Variablen, ohne die Kontirndtät der Derivierten w*®' Ordnung vor- 
auszusetzen. Diese Kontinuität, welche für die Funktionen einer 
einzigen Yariabelen nicht nötig war, ist es für die von mehreren, 
weil in dem Beweis zusammengesetzte Funktionen differenziert wer- 
den, wobei gerade die Kontinuität der Derivierten vorausgesetzt 
wird. (Vergl. N. 106.) 

Um zu erkennen, dafs die Formel nicht mehr gültig ist, wenn 
die Derivierten diskontinuierlich sind, betrachte man die Funktion 



f(x, y) = 



xy 



wobei die Wurzelgröfse immer positiv genonmien und /*(0, 0) = 
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gesetzt wird. Säe ist fCbr &lle Werte der YarMuheleiL 'eoAhe letetige 
Funktion und hat bxl part&eillen AbleiitiiiDgen 



füfT alle Werte von a? und y mit Ausnahme der Stelle (O, 0), wo 
beide Ableitungen sind. Wendet man auf diese Funktion die 
Formel 

an und eetatt diuin aciQ=^$fQ = — a, ä == Ä; = a + &, ßo «rbüt 
Hian 

wobei ^ = ajQ -f- 0Ä = ^Q -|- 0Ä; ist. Man hat aber 

je nachdem ^ = ist. Es würde daraus also folgen 

|^ = _l,0, +1, 
was widersixmig ist, weil a und b wiUk&rliebe GröfiaeB sind. 

N. 110 u. ff. 
'Siehe Bini, AnaUsi mf., I, S. 153. 

N. 121. 

Siehe JEJuler, Medimica, 1736, Bd. 2, § 106, 497 und Cälc. 
diff,, § 225. Man beachte den Beweis der ümkehrung des Euler- 
sehen Satzes. 

Die Beziehungen zwischen den successiven Derivierten ver- 
dankt man Lacroix, Cälc, diff,, § 292. 

K 122. 

J)ie Funktionaldeterminanten wurden von Jacöbi studiert, De 
determma/ntihus fimctionaUlms , Crelle's Journal, Bd. 22, S. 319. 
Siehe auch seine Yorlesimgen über Dynamik, S. 100. Cayley^ Cr eile's 
Jomnal, Bd. 52, S. 276 nann;te sie Jacobian- Die den Derivierten 
entsprechende Bezeichnung rührt von Donkin her. Siehe Bciltzer, 
Determmcmten, Leipzig 1875, S. 127, 
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Die Qesae'scbe Determinante wurde von Sesse unterpiioht, 
CreU^$ Jourml, Bd. 28, S. 64 und erkielt ihs^ Naiiaeii yosl Sil- 
vester, siehe Balt&er, ^enda, S. 134. 



In bezug «^ dieee Deiermioanten verdient ein unriehti^^ 
Säte ErwSÜimaiig, «den Bertrand, CMctd iiff., S. 63 aufgestellt bat. 
Er lantelt: 

Wenn y^, ^g) <• • • ^n Funktionen der Variablen %^^ ^s, . ^ . ^n 
«iiikd und man <den x^ n Systeme von Zuwächsen gibt^ Yon denen 
das eine ^iXt^ ^iX^, . . . JiXn sei und die entsprechenden Zu- 
wächse der j^ berechnet, die ^iPi^ ^iy%i • • • ^iVn seien, so hat das 
Terhältnis der mit den Jy gebildeten Determinante zu der mit 
den jdx gdb^ildeten die Fumktionaldeiterminante der y m Bezug auf 
die X zur Grrenze, falls man die Jx der Null zustreben l&M. 

Nimmt, man z. B. « »» 2, so verschwindet die Determinairte 

, wenn man z. B. /i^x^ = J^x^ und J^x^ = J^x^ 

setzt. Diese Annahme kann man aber machen, ohne dafs da- 
durch das Eleinwerden der Jx verhindert wird; die Determinante 

verschwindet aber fElr diese Werte der Jx im allge- 

^2^1 ^2^2 

meinen nicht; das Verhältnis der beiden Determinanten nimmt 
daher fttr beliebig kleine Werte der Jx beliebig grofse Werte 
xmd auch den Wert oo an; es strebt daher überhaupt keiner 
Grenze zu. 

Man kann beweisen, dafs der Satz nur in folgenden, ganz 
speziellen Fällen richtig ist: l) Wenn die gegebenen Funktionen 
durch eine lineare Relation mit konstanten Eoefficienten verbunden 
sobd, so dafs die Detenuinante des Zählers identisch verschwindet. 
2) Wenn die y Quotienten linearer Funktionen der x sind, die 
alle denselben Nenner haben. Geometrisch besagt der letztere Fall: 
Deutet man die x als Cartesische Punktkoordinaten in einem £«, 
die y als Punktkoordinaten eines zweiten Jßn, so ist der Ber- 
trandsche Satz richtig, wenn zwischen den beiden Bäumen eine 
projektive Beziehung besteht. 

N. 124—126. 

Man findet in vielen Büchern der Analysis bei den Sätzen 
und Beweisen, die sich auf die vieldeutigen Symbole beziehen, 
Üngenauigkeiten, auf die wir aufmerksam machen müssen. So 
sagt z. B. Serret^ CaUcul, I, N. 124: Wenn die beiden gegebenen 
Funktionen der NuU zustreben und eine bestimmte Ableitung haben, 
so Btr^t das Verhältnis der Funktionen und das Verhältnis der 
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Derivierten demselben Grenzwert zu oder wachsen beide über jede 
Grenze hinaus. Es wird aber nur bewiesen, dafs, wenn das Ver- 
hältnis der Derivierten einem Grenzwert zustrebt (und wenn ^'(ä;) 
in den Nachbarschaften des betrachteten Wertes nicht Null ist), 
auch das Verhältnis der Funktionen derselben Grenze zustrebt, und 
daraus wird abgeleitet, dafs, wenn das Verhältnis der Funktionen 
einer Grenze zustrebt, das Verhältnis der Derivierten nicht einer 
davon verschiedenen Grenze zustreben kann; es wird aber nicht 
bewiesen, dafs das Verhältnis der Derivierten einer Grenze zustrebt. 
Dals man dieses nicht beweisen kann, zeigen die folgenden 
Beispiele: 

Die Funktionen seien x^ sin - und xi ihr Verhältnis nähert 

X ' 

sich der Null, wenn x der Null zustrebt; sie haben Derivierte fär 
alle Werte von a;, aber (vergl. N. 40, Beisp. 9) das Verhältnis der 
Derivierten nähert sich überhaupt keinem Grenzwert. 

In diesem Beispiel hat die erste Funktion eine unstetige Ab- 
leitung für x = 0, Es ist jedoch leicht, ein anderes Beispiel zu 
bringen, in welchem die Ableitungen der beiden Funktionen 
stetig sind. 

Man betrachte die Funktionen x^f(x) und a?*, worin f(x) eine 
Funktion ist, deren Bestimmung wir uns vorbehalten. Das Ver- 
hältnis der Funktionen ist f(x)'^ ihre Derivierten sind 

2x f(x) + x^ f{x) und 2x 

und ihr Verhältnis 

/w + \ ^ rix). 

Man wähle nun f(x) so, dafs 

an der Stelle x =0 ein Grenzwert der f(x) existiert, 
f{x) für alle Werte von a?, mit Ausnahme der Stelle 
x = eine Ableitung 

besitzt, 

3) dafs f(x) und x f{x) bei der Annäherung an die Stelle 
a; = überhaupt keinen Grenzwert besitzen, 

4) dafs x^ f(x) für a; = den Grenzwert erhält. 
Allen diesen Bedingungen genügt z. B. die Funktion 



f{x) =rsi 



1 dx 

sm 



X* X 



Man findet, dafs das Verhältnis der beiden gegebenen Funk- 
tionen an der Stelle x =s einen Grenzwert hat, dafs beide 
Funktionen für alle Werte von x eine bestimmte stetige Ableitung 
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besitzen, dafs aber das Yerbältnis der Ableitungen für x ==: 
sich überhaupt keiner Grenze nähert. 

Ferner wird der Säte über das vieldeutige Syrabol ^ später 

von Serret unvollständig bewiesen, weil er a priori die Existenz 
der gesuchten Grenze voraussetzt. Denselben unvollständigen Be- 
weis gibt auch Sturm, Analyse, I, S. 152; Hermite, Analyse, S. 200; 
Schlömüch, Kompendium der höheren Anälysis^ Braunschweig 1881, 
S. 143. Die Dunkelheit in dieser Frage wird noch von Sturm 
erhöht, ebenda, S. 156, wo er sagt, dafs „avant d'appliquer les 
regles il faudra bien s'assurer que Texpression propos^e, ainsi qua 

,,; { approche d'une limite." 
1/» {x) *^^ 

Vergl. StoU^ Über Grenzwerte der Quotienten, Math. Ann. 
Bd. 14, S. 231 und Bd. 15, S. 556; Bouquet^ Nouvelles Annales de 
Math., 2. Serie, Bd. 16, S. 113. 



K 129—130. 

Die Besultate in diesen Nummern verdienen Beachtung, weil 
sie sich auf Sätze beziehen, die in einer grofsen Anzahl von Büchern 
schlecht aufgestellt und bewiesen werden. So sagt man häufig: 
der Grenzwert des Verhältnisses des Zuwachses in einer Funktion 
von mehreren Yariabelen zu ihrem totalen Differential sei die Ein- 
heit (Sturm, Analyse, N. 102; Jordan, Analyse, N. 19, 22, etc.); 
und: in der Taylor'schen Formel für die Funktionen mehrerer 
Yariabelen habe bei der Annäherung der Zuwächse der Yariabelen 
an Null das Yerhältnis des Bestes nach einem Glied zu dem Glied 
selbst Null zur Grenze {Jordan, Annal., N. 203; Serret, Calculj 
N. 134, 152, etc.; Bertrand, Caloul^ I, S. 392). Yergl. auch 
Todhunter^ A treatise an ihe differentiäl calculus^ London 1878, 
S. 122 ff. 

Dals diese Sätze unrichtig sind, geht offenbar aus den ver- 
schiedenen Theoremen in N. 130 hervor. Freilich setzen diese 
Autoren, wie z. B. bei der Taylor'schen Formel, oft voraus, dafs 
die Yerhältnisse der Zuwächse der Yariabelen unbestimmt bleiben; 
alsdann ist aber der Begriff der Grenze einer Funktion von mehreren 
Yariabelen nicht mehr bestimmt. Übrigens nehmen sie bei den An- 
wendungen der Tajlor'schen Formel auf die Maxima und Minima 
der Funktionen mehrerer Yariabelen und auf die singulären Punkte 
der Kurven thatsächlich an, man könne eine Gröfse rj so be- 
stimmen, dafs, wenn man den Yariabelen kleinere Zuwächse als ri 
erteilt, das Yerhältnis des Bestes nach einem Glied zu dem Glied 
selbst beständig kleiner als eine willkürlich festgesetzte Gröfse e 
bleibe, d. h. also sie legen dem Wort „Grenze^^ denselben Sinn bei, 
wie wir. 
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N. 133—136. 

Die Beweise für die Merkmale zum Erkennen der Maxima nnd 
Minima der Funktionen mehrerer Yariabelen, welche die meisten 
Bücher geben, beruhen auf dem Satz, dafs in der Tajlor'schen 
Formel für die Funktionen mehrerer Yariabelen das Verhältnis des 
nach einem beliebigen Glied bleibenden Bestes zu dem Glied selbst 
bei der Annäherung der Zuwächse der Yariabelen an Null zur 
Grenze Null habe. Dieser Satz ist im allgemeinen falsch, wenn 
das betrachtete Glied keine definite Form in Bezug auf die Zu- 
wächse der Yariabelen ist, und wenn es eine definite Form ist, 
so bedarf der Satz des Beweises. 

Unrichtig ist das von Serret, Calcul^ S. 219 aufgestellte Kri- 
terium: „le maximum ou le minimum a Heu si, pour les yaleurs 
de ^, X;, . . . qui annulent d^f et d^f, d^f a constamment le 
signe — ou le signe -f- ." 

Um sich von tder Unrichtigkeit dieses Satzes zu überzeugen, 
betrachte man z. B. die ganze Funktion 

K^^ y) = (y* — ^i>^) (y* — 2gaj), 

in der i> > ^ > ißt. Setzt man x^ = 0, 2/^ == 0, so erhält man 

Das System der Glieder zweiten Grades ist positiv iftir alle 
Werte von h und k mit Ausnahme des Wertes ^ = 0, für welchen 
die Glieder dritten Grades versehwinden, und das Aggregat der 
Glieder vierten Grades ist positiv. Nach dem Kriterium Serrefs 
hätte also fix^ y) für ^ == o ein Minimum. Man erkennt aber 
leicht, dafs dies nicht der Fall ist. Man fietze ^^ == 2lx^ nähert 
sich dann x der Null, so strebt auch y der Null zu; man erh&lt 

f{x, y^U) = 4(Z — i>) (Z — q)x\ 

Diese Gr^fse ist ganz nach unserem Belieben positiv oder negativ, 
je nachdem l auTseihalb oder innerhalb des Intervalls (p, q) liegt; 
die Funktion f nimmt daher in jeder Umgebung der Stelle (O, 0) 
positive und negative Werte an, d. h. also Werte, die gröfser und 
kleiner als /"(O, O) == sind und f ist mithin weder ein Maximum 
noch ein Minimum. 

Denselben Irrtum begeht auch Bertrand, Cdlcui, etc., S. 504 
und Todhimter, Ä tr. on the diff, ccUCy London 1878. 

N. 141 u. ff. 

Einen grofsen Teil der Sätze über die komplexen Yariabelen 
hat Cauchy aufgestellt und geordnet, AnaL älg.y Kap. 7 u. ff. 
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K 145. 

Der Satz* über die Multiplikation zweier nnendlicher Eeilien 
ist auch unter anderen Bedingungen gMtig. S. N. 160 am Ende^ 
Frings^eim^ MuUipHJcaUon bedingt hm&ergierender Meihen^ Math. 
Ann. XXI j MertenSy Crdl^s Journal, Bd. 79, S. 182. 

N. 146. 

Die Beziehungen zwischen den trigonometrischen und Expo- 
nentialfunktionen verdankt man Joh. BernotdU, obwohl sie zuerst 
von Euler, Introductm etc., S. 104 veröflfentlicht wurden. 

N. 148. 

Historische Angaben über die hyperbolischen Funktionen findet 
man in einer Abhandlung Hoüel% Nouv, Ann,, 1864, S. 417. 



Die Bedingungen ö~ = q~" ^^^^ ^ = — -^ sind für die 



N. 154. 

du dv j ^^ ^^ 

dy dy 'dx 

Existenz der Derivierten nötig und ausreichend. Die Bedingungen 

3^u 3^u 3^v 3^v 

ö~2 "f" ä~j = ö und g-^ -|- ^— 8 = sind ebenfalls nötig, aber 

nicht ausreichend, wie Königsberger irrtümlicher Weise behauptet, 
JA. d. EUipUschm Funkt., Leipzig 1874, S. 17 und 18. 

K 160. 

Das Theorem auf S. 238 wurde von Abel aufgestellt und be- 
wiesen,. Oeiwres, I, S. 223. Der Beweis im Text ist mit dem 
AheVschßn identisch. Den Satz hat Frobenms etwas erweitert, Crdle's 
Journal, Bd. 89, S. 262. 

N. 168. 

Die Integration rationaler algebraischer Funktionen mittelst 
Zerlegung in Partialbrüche verdankt man Joh. JBernoulli, Opera 
onrnia, Bd. 1, S. 393. Die Theorie wurde in der Folge verbessert 
und die Begeln zur Bestimmung der konstanten Zähler (die nach 
BernouUi dadurch bestimmt werden, dafs man die Nenner ver- 
schwinden läfst und die Koeffizienten derselben Potenzen von x 
einander gleich setzt) von Euler, Cauchy, etc. vereinfacht. 

N. 174w 

Die Zerleffung des Bruches — . }!, , in einfache Brüche hat 
Eijder behandelt, Bd. 1 der Mhmres de Fäersbowrg, 1809 und 



334 Anmerkungen. 

Introductio m AncUysin, I, S. 23; Crelle^s Journal Bd. 9 und 10; 
Clausen, ebenda, Bd. 8; Jacobi, ebenda, Bd. 15, S. 108. Siebe ancb 
Tn(di^ Griarnäle di Matern., Bd. 2, S. 225 und Baltzer, Deter- 
mina/nten, Leipzig 1875, S. 109. 

Die Zerlegung des Integrals einer rationalen Funktion in 
seinen rationalen und transcendenten Teil, wie es in dieser Nummer 
gescbeben ist, verdankt man Hermite, Nouvelles Awndles, 1872, 
S. 145 und Annales de VJ^cole norm, swp,, 2. Serie, 1872, Bd. 1, 
S. 214. 

N. 193. 

Diese Definition des bestimmten Integrals ist mit derjenigen 
gleichwertig, die Biemann gibt, Ges. Werke, S. 213; doch scheint 
es etwas einfacher zu sein, das bestimmte Integral als die untere 
Grenze gewisser Summen und die obere Grenze anderer anzusehen, 
wie es als Grenze aufzufassen, welcher sich eine Summe nähert. 
Einen elementaren, im Text nicht gegebenen. Beweis des Satzes, 
dafs, wenn S^ ^ ä^ ist, ihr gemeinschaftlicher Wert die Grenze 
ist, der die Summe in N. 192, Zus. zustrebt, findet man in einer 
Abhandlung des Verfassers in den AtM delV Aec, delle Sdenze di 
Torino, April 1883. 

N. 194—197. 

Von den vier Sätzen in N. 194 reichen die drei ersten, die 
sich schon bei JSuclid vorfinden, aus, um die Gleichheit oder Un- 
gleichheit ebener Vielecke zu erkennen. Der vierte, dessen sich 
implicite auch Euclid bedient, wird klar als PosMat mehrere mal 
von Archimedes aufgestellt: in seinen Büchern über die Kugel wnd 
den Cylinder, Postulat 5, über die Spiralen, in der Vorrede und 
speziell in der Vorrede zur Quadratur der Parabel \ der Satz ist 
notwendig, um über die Gleichheit von Flächen entscheiden zu 
können, die sich nicht in kongruente Teile zerlegen lassen. Vergl. 
Stolz, Zwr Geometrie der Alten, insbesondere über ein Axiom des 
Archimedes, Math. Ann., ^SXH; siehe auch De Zolt, Prindpi della 
eguaglianza di poligoni, Mailand. 

Unabhängig von jedem Postulat geht unter der Voraus- 
setzung, dafs man jede ebene von einem Polygon begrenzte Fläche 
zu messen versteht, aus N. 195 hervor: Nimmt man beliebig eine 

b 

Zahl an, die gröfser als / f{x) dx ist, so kann man eine poly- 

a 

gonale Fläche bilden, die von dieser Zahl gemessen wird und in 
ihrem Innern die gesuchte Fläche enthält, und nimmt man eine 
Zahl an, die kleiner als dieses Integral ist, so läfst sich eine 
polygonale Fläche bilden, die von dieser Zahl gemessen wird und 



Anmerkungen. 335 

in dem Innern der gegebenen Fläche liegt. Analog verhält es sich 
mit den Yolamina und den Bogen von Linien. 
Man vergl. auch N. 4 des Textes. 

N. 200. 

IC 

Die Entwickelung von — in ein unendliches Produkt, das 

erste Beispiel unendlicher Produkte, wurde von Wallis (1616 — 
1703) gegeben, Ärithmetica in/mitorum. 



Das Studium des Begriffs der ZaM ist in den letzten Jahren 
besonders eifrig betrieben worden. Ein zu diesem Zweck eigens 
hergestelltes Hilfsmittel ist die „mathematische Logik". Wir 
halten es deshalb far zweckmäfsig, die beiden Anhänge hier folgen 
zu lassen, von denen der erste die mathematische Logik behandelt, 
welche später benutzt werden soll, und der zweite die wesent- 
lichsten Definitionen über die Zahlen enthält. 



Anhang I. 



Über mathematische Logik. 

(Aus den Akten der Turiner Akademie der Wissenschaften, Bd. 32.) 

Schon seit vielen Jahren beschäftigt sich der Verfasser mit 
diesen äufserst interessanten Studien. Li dem Cdkölo geometrico, 
preceduto dalle operazioni della Logica deduMiva, 1888 gab er 
eine kurze Übersicht über die Untersuchungen Schröder's in seinem 
Operationskreis des LogikkälMls , 1877, sowie über die von Boole 
und anderen Autoren. Er wies darin die Identität des Kalküls 
der Klassen, wie ihn diese Schriftsteller aufstellen, mit dem 
Kalkül der Lehrsätze nach, wie man ihn bei Peirce^ McColl etc. 
findet. 

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchungen in den ArUhme- 
Uces prindpia^ nova methodo exposita, 1889 gelang es, eine voll- 
ständige Analyse der Operationen der Logik zu erhalten und sie 
auf eine sehr beschränkte Anzahl zu reduzieren, die er mit den 
Symbolen: f, Q, ^, r^^ u, <^, ^ bezeichnet hat. 

Als Resultat dieser Zerlegung der Begriffe ergab sich die Her- 
stellung einer symbolischen oder ideographischen Schrift (Begriffe- 
schrift), mit deren Hülfe sich alle Begriffe der Logik darstellen 
lassen. Ebenso liefse sich durch Einführung von Symbolen zur 



Anhang I. Über mathematisclie Logik. 337 

Barstellang der Begriffe anderer Wissenschaften jede Theorie symbo- 
lisch wiedergeben^). In dem kleinen Buche wurde zum ersten Mal 
eine ganze Lehre in Symbolen ausgedrückt; wir haben gerade diese 
Symbole gewählt, um das in der Arithmetik Definierbare von dem 
nicht Definierbaren, das Beweisbare von dem nicht Beweisbaren zu 
unterscheiden. 

Dasselbe analytische Hilfsmittel benützte der Verfasser auch 
in den späteren Werken: 

Frincipii di Geometria, logicamente esposti, Turin, Bocca, 1889. 

Demonstration de Vintigrahüü^ des 4quaMons differentielles^ 
Mathematische Annalen, 1890, S. 182. 

8u/r la definition de la Umite d'tme fonction, American Journal, 
1894, etc. 

Prof. BuräU-Forti giebt in seiner Logica matematica^ Mailand, 
Höpli, 1894 eine Darstellung der neuen Methode und bedient 
sich üirer in vielen Arbeiten, wie z. B.: 

SuUe classi derivate a destra e a sinisira^ Akten der Turiner 
Akademie, 1894. 

Stü limite deUe classi variabüi^ ebenda, 1895. 

Sur quelques propriäes des ensemUes d'ensemhles^ Mathe- 
matische Annalen, 1895, etc. 

Prof. Pieri verwendet das nämliche Mittel in einer Reihe von 
Arbeiten, welche die oben genannte Akademie veröffentlichte, zur 
Analyse der Prinzipien der Geometrie der Lage. 

Seit einigen Jahren besteht eine Gesellschaft, welche das 
Formulaire de M(xGi6maMques herausgiebt, dessen IntroducHon 1894 
erschien. Der erste Band wurde 1892 begonnen und 1895 be- 
endigt. Das Werk ist dazu bestimmt, die Lehrsätze, Definitionen 
und Beweise verschiedener mathematischer Theorien in logischen 
Symbolen zu bringen. 

Mitarbeiter sind die Herren VaüaM, CasteUano, Buräli, Giudice, 
VivoMti, Bettazzi und Fano, zu welchen noch andere konmien, die 
sich mit Beiträgen und Korrekturen beteiligen. Im Augenblick ist 
der zweite Band unter der Presse; viele Schwierigkeiten verzögern 
jedoch sein Erscheinen. 

Die Ideographie, wie sie sich aus dem Studium der mathe- 
matischen Logik ergiebt, ist nicht lediglich eine konventionelle 
abgekürzte Schreibweise oder Geschwindschreibung. Denn unsere 



1) Bis jetzt kann man mittelst der Ideographie oder Begriff- 
schrift die Sätze der Logik mid einiger mathematischen speziell alge- 
braischen Theorien ausdrücken. Will man auch andere Theorien in 
Zeichen übertragen, so gehört dazu eine vollständige Analyse der auf- 
tretenden Begriffe und ihre Reduktion auf Symbole. Die Ideographie 
zur Darstellung z. B. sämtlicher Sätze der Mathematik ist also erst 
teilweise hergestellt. 

Genocchi-Peano, Dlff.- u Integral-Bechnang. 22 



338 Anhang I. Über matiiematische Logik. 

Symbole stellen nicht Worte dar, sondern Begriffe. Man bat 
dämm dasselbe Symbol zn schreiben, wo derselbe Begriff auftritt, 
der in der gewöhnlichen Sprache benutzte Ausdruck mag sein wie 
er will; man hat verschiedene Symbole zu setzen, wenn auch 
vielleicht nur ein einziges Wort existiert, das seiner Stellung 
wegen verschiedene Begriffe ausdrückt. Wir stellen also eineu 
eindeutigen Zusammenhang zwischen den Begriffen und den Sym- 
bolen her, wie er in unseren Sprachen nicht besteht. Diese Ideo- 
graphie beruht auf Theoremen der Logik, welche nach und nach 
mit Leibnui beginnend bis in die neueste Zeit entdeckt wurden. 
Man kann die Form der Symbole ändern, d. h. die wenigen 
Zeichen, die zur Darstellung der Grundbegriffe dienen, aber zwei 
ihrem Wesen nach verschiedene Ideographien kann es nicht geben. 

Wir haben einige Arbeiten erwähnt, in welchen die Ideo- 
graphie benutzt wird, und werden sie, in soweit keine zwei ver- 
schiedenen Ideographien bestehen können, aus dem folgenden Grund 
als die unsrige in Anspruch nehmen. 

Herr G. Frege^ Professor an der Universität zu Jena, dem 
wir interessante Arbeiten über mathematische Logik (von denen 
die erste 1879 erschien) verdanken, ist auch seinerseits und auf 
vollständig unabhängigem Weg^) in seinen Grtmdgeseteen der 
ArithmeHJc^ 1893 dazu gekonmien, eine Beihe von Sätzen über 
den Begriff der Zahl symbolisch darzustellen. Über dieses Buch 
schrieben wir einen kurzen Bericht in der Bivista di MatemaMca^ 
1895, S. 122. Neuerdings hat nun derselbe Autor eine Abhand- 
lung: Über die Begriffschrift des Herrn Peano tmd meine eigene^ 
Berichte d. math.-phys. Classe der Gesellschaft etc. zu Leipzig, 6. Juli 
1896 veröffentlicht, worin er das Formular und seine Einleitung 
lediglich erwähnt und bezweifelt, ob unsere Ideographie zum Aus- 
drücken auch nur von Sätzen brauchbar sei, während doch aus 
den oben angeführten Arbeiten ihre Bedeutung als Mittel für 
Schlufsfolgerungen hervorgeht. 

Wir müssen die rein sachliche Art der Urteile des Herrn 
Frege in der erwähnten Schrift anerkeimen; wenn wir auch in 
vielen Punkten miteinander übereinstinmien, so gehen doch unsere 
Ansichten über viele Fragen in Folge der verschiedenen Bedeutung, 
die wir bestimmten Worten und Symbolen beilegen, auseinander. 



1) Die Arbeiten Frege's sind unabhängig von denen der zahlreichen 
Schriftsteller über mathematische Logik. Man sehe z B. Symbolic 
Logic von Venn, London, 1894, S. 493. Wir sind daher nicht im Stande 
zu entscheiden, ob seine Ideographie vollständig ist oder nicht, d. h. 
ob seine in symbolischer Sprache ausgedrückten Sätze sich ohne den 
begleitenden Text verstehen lassen. Die Formeln Frege's sind, für 
uns wenigstens, weit schwieriger verständlich, als die der anderen 
Schriftstefler. 
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Betrachtet man die Ideographie aber auch nnr als eine sym- 
bolische Schrift, zu dem Zweck alle Sätze der Mathematik in kurzer 
und präziser Form darzustellen, so fällt auch dann schon ihre Bedeu- 
tung ins Auge. Das Eriterium, ob sie als Sprache dienen kann, 
entscheidet zugleich darüber, ob sie vollständig ist oder nicht. 

Zwischen den Begriffen der Logik bestehen zahlreiche Be- 
ziehungen, welche in den Theoremen oder Formeln der Logik 
ihren Ausdruck finden. Wir haben eine Sammlung der Formule 
di Logica matemaUca in der „Bivista di matematica^', 1891 ver- 
öffentlicht. Durch neue Formeln und zahlreiche historische Hin- 
weise vervollständigt, die grofsen Teils dem Dr. YaüaU zu 
verdanken sind, bildet sie den Teil I des Formulaire^ Bd. 1. 
Zahlreiche Zusätze sind uns von verschiedenen Korrespondenten 
angekündigt worden und eine neue Auflage wird immer wün- 
schenswerter. 

Viele dieser Formeln haben nun die Gestalt von Gleichheiten, 
welche in dem einen Teil ein Zeichen haben, das in dem anderen 
entweder nicht oder doch in verschiedener Stellung vorkommt. 
So gestaltete Gleichheiten erlauben dieses Zeichen mittelst der 
anderen auszudrücken, d. h. man kann die anderen als Definition 
dieses Zeichens ansehen. Auf diese Art lassen sich bei geeigneten 
Definitionen die Begriffe der Logik auf eine immer kleinere Anzahl 
von Grund- oder ursprünglichen Begriffen zurückführen, die man 
in der gewöhnlichen Sprache ausdrücken und durch Beispiele er- 
läutern muTs, die sich aber durch andere noch einfachere symbo- 
lisch nicht mehr darstellen lassen. Diese Beduktion der Begriffe 
der Logik auf Grundbegriffe bietet aber ernste Schwierigkeiten 
dar und es ist leichter, die Anzahl und Art der zu Grunde 
liegenden Begriffe in der Arithmetik und Geometrie als in der 
Logik zu ermitteln. 

Wir werden im folgenden die Beduktion der Begriffe der 
Logik auf ihre geringste Zahl behandeln. Nachdem die Bedeutung 
einiger Symbole mit Hülfe der gewöhnlichen Sprache festgestellt ist, 
sollen alle anderen Sätze nur in Symbolen geschrieben werden, ohne 
dafis ein Mifsverständis entstehen könnte oder dafs eine Erklärung 
durch Worte nötig wäre. Die Formeln für sich allein bilden also 
einen verständlichen Text. Jedoch wollen wir durch eingeschaltete 
Erläuterungen und Bemerkungen in gewöhnlicher Sprache das 
Verständnis zu erleichtern suchen. 

Die Grundbegriffe. 

Die hier folgenden Vereinbarungen, die wir mittelst der ge- 
wöhnlichen Sprache erklären müssen, stellen Grundbegriffe dar. 

1. Die Buchstaben a^h^ , . , x^y^ z bezeichnen beliebige Dinge, 
die sich ändern, wenn der Satz sich ändert. 

22* 
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2. Eine Formel wird durch Klammem oder auch durch Punkte 
in Teile zerlegt. So sind z. B. die Formeln 

ah . Cy a . &c, ah . cd, ah . cd : e , fg 

äquivalent mit 

(ah)c, a(hc), (ah) (cd), [(ah) (cd)][e{fg)]. 

3. K oder Cls bedeutet „Klasse". 

4. a sei eine K; x sa bedeutet „x ist ein a". 

5. p und q seien Sätze, welche variabele Buchstaben x, . . . z 
enthalten. Die Formel 

bedeutet „a;, . . . ;er mögen beliebige Werte haben; wenn sie der 
Bedingung p genügen, so genügen sie der Bedingung g". Die 
Indices an dem Zeichen Q kann man weglassen, wenn ein MiTs- 
yerständnis ausgeschlossen ist. 

6. pq bezeichnet die gleichzeitige Aufstellung der Sätze 
p und q. 

Die erste Vereinbarung über die variabelen Buchstaben ist 
uns aus der Algebra und Geometrie geläufig. Sie wurden schon 
von Aristoteles in der Logik benutzt. Es ist jedoch nötig, sie 
sowohl wie die über die Klammem hier aufzuführen, da wir alle 
Vereinbarungen, von denen wir Gebrauch machen, aufzählen wollen. 

Die durch unsere Symbole dargestellten Begriffe sind die 
einfachsten und haben nicht den genauen Wert der entsprechenden 
Ausdrücke der gewöhnlichen Sprache, welche kompliziertere Be- 
griffe darstellen. So kann man das Zeichen e lesen „ist ein" oder 
lateinisch „est", es stellt aber den Begriff dar, welchen der Aus- 
druck „est" hat, wenn man von der Art und Weise, der Zeit und 
der Person abstrahiert. Da mithin die Symbole den Ausdrücken 
der gewöhnlichen Sprache nicht genau entsprechen, so lernt sich 
der genaue Wert der Symbole besser und leichter aus Beispielen. 

Wir wollen die Beispiele der Arithmetik entnehmen und ge- 
brauchen dabei die Symbole 

N für „Zahl" (ganze und positive), 

Np für „Primzahl", 

NXa für „Vielfaches von a". 

Beispiele: 

TfNp, 12£NX4, 

aeN . . a (a + 1) (a + 2) f N X 6. 

„Es sei a eine Zahl; das Produkt a(a + 1) (a + 2) ist ein 
Vielfaches von 6." 

aeNp . . (a — 1)! -{- leNXa, 
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„Ist a eine Primzahl, so ist der aufgeschriebene Ausdruck 
ein Vielfaches von a" (Wilson). 

An dem Zeichen hat man sich hier als Index den Buch- 
staben a hinzuzudenken. Diese Sätze bestehen aus drei Teilen, 
der Hypothese, dem Ableitungszeichen und der These. 

OJfN . ä; < 17 . . a;* — OJ rf- 17 eNp . 

„Die ganze positive Zahl x mag sein, welche sie will; wenn 
sie nur kleiner als 17 ist, so stellt der Ausdruck x^ — a? + 17 
immer eine Primzahl dar'' (Legendre). 

öfNp . &fiN . ft^fiN X a . . &£N X a. 

„Wenn das Quadrat der Zahl h ein Vielfaches der Primzahl 
a ist, so mufs auch h ein Vielfaches von a sein" (Euclid). 

Hier ist die Hypothese die gleichzeitige Aufstellung mehrerer 
Sätze. An dem Zeichen Q hat man sich als Indices die Buch- 
staben a und h zu denken. 

Wir wollen jetzt ein Beispiel anführen, bei welchem schon 
die Hypothese das Ableitungszeichen enthält (die neuen arithme- 
tischen Zeichen, die dabei vorkommen, sind leicht zu verstehen): 

aeN : ÄJfNp . ^x . nip {XyO) eN^X 2 : . aeN^ 

„Wenn a eine Zahl ist und wenn für jede Primzahl x der 
Exponent der höchsten Potenz von x^ welche in a enthalten ist, 
eine gerade Zahl (einschliefslich der Null) ist, so mufs a ein voll- 
kommenes Quadrat sein." 

Der richtige Gebrauch des Zeichens Q ist eng verbunden mit 
dem der variabelen Buchstaben. Da nach unseren Vereinbarungen 
die Buchstaben a, &, ... beliebige variabele Dinge darstellen, so 
mufs man in jedem Satz zuerst sagen, welcher Gattung von 
Dingen sie angehören. Der Satz 

hat daher für uns keinen Sinn, weil er unvollständig ist. Man 
mufs vorausschicken, welche Bedeutung die Buchstaben a und h 
haben und z. B. schreiben 

Wenn man, anstatt vorauszusetzen, a und t seien ganze 
Zahlen, annimmt, sie seien Brüche, irrational oder imaginär, so 
behält die These ihre Gültigkeit; sie wird aber falsch, wenn a 
und h nicht komplanare Quatemionen sind, und verliert jeden Sinn, 
wenn a und h Dinge bedeuten, für welche die Multiplikation nicht 
definiert worden ist. 

Man nennt in einer Formel einen variabelen Buchstaben 
scheinbar (apparente), wenn der Wert der Formel von dem 
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b 

yariabelen Bnchstaben nicht abhängt. So ist z. B. in jf{x)dx 
der Buchstabe x scheinbar. a 

In jedem Satz sind die Buchstaben, die als Indices an dem 
Zeichen Q stehen oder als solche gedacht werden, scheinbar. So ist 

fl^cNp . Qx • nip(aj, d) cNq X 2 

„fOr jeden Wert der Primzahl x ist der Exponent der höchsten 
Potenz von x^ die in a enthalten ist, eine gerade Zahl" ein Satz, 
der eine Bedingung fQr a ausdrückt und nicht fär den Buch- 
staben x^ den man durch y ersetzen kann, ohne die Bedingung 
zu ändern. 

Alle Buchstaben, die in einem Theorem vorkommen, sind 
scheinbar, weil das Theorem eine Wahrheit ausdruckt, die von 
den gebrauchten Buchstaben nicht abhängt. 

Wir haben uns längere Zeit bei dem Zeichen und den 
bezüglichen Indices aufgehalten, weil eine Differenz zwischen Herrn 
Frege und uns in dem Gebrauch unserer Symbole besteht. 

Das Zeichen Q muTs nämlich bei uns seinem Wesen nach 
zwischen Sätzen stehen, welche variabele Buchstaben enthalten. 

Herr Frege dagegen fuhrt als Beispiele zum Zeichen Q die 
Sätze an 

2«= 4.0.3 + 7 = 10, 

2>3.0.7« = 0, 

worin das Zeichen Q zwischen Sätzen steht, die variabele Buch- 
staben nicht enthalten. 

Ebenso ist das Beispiel des Herrn Frege 

a? > 2 . . a;* > 2 

nach unserer Ansicht nicht vollständig, weil man bei dem Ein- 
führen eines Buchstaben x zuerst sagen muTs, was er vorstellt. 
Man könnte sein Beispiel vervollständigen, wenn man z. B. schriebe: 

ajfN • a? > 2 . . aj* > 2. 
Herr Frege betrachtet Ausdrücke von der Form 

welche sich ebenfalls in dem Formular nicht vorfinden, weil es 
bei einer Ableitung wohl vorkommen kann, dafs die Hypothese 
Buchstaben enthält, die in der These nicht auftreten; niemals 
aber, dafs in der These Buchstaben sind, welche sich nicht in der 
Hypothese befinden. Ebenso kommt auch in dem Formular das 
Beispiel (2 > 3) = A ^©s Herrn Frege nicht vor. 
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Definitionen. 

Durch Kombination der oben angegebenen Grandbezeichnungen 
lassen sich abgeleitete Begriffe zusammensetzen, die eine symbo- 
lische Definition zulassen. Unter symbolischer Definition eines 
neuen Zeichens x verstehen wir die Vereinbarung, eine Gruppe 
von Zeichen, welche eine schon bekannte Bedeutung hat, x zu 
nennen; wir bezeichnen sie mit 

Ä? = a Def. 

Wenn das, was definiert wird, nämlich o?, variabele Buch- 
staben enthält und es nötig ist, die Bedeutung dieser Buchstaben 
mittelst einer Hypothese zu beschränken, so nimmt die Definition 
die Form an 

Hypothese , Q . x = a Def. 

Die beiden Zeichen = und Def. müssen, obgleich sie ge- 
trennt voneinander stehen, als ein einziges Symbol aufgefafst 
werden ; • es wird gelesen „ist der Definition nach gleich" oder 
„wollen wir nennen". 

Es sei a eine' E; man hat häufig den Satz zu schreiben 
„0? und y sind a's"; wir wollen vereinbaren, diesen Satz symbo- 
lisch mit x^yBa zu bezeichnen. Da nun dieser Satz der Auf- 
stellung der beiden Sätze xea .ysa äquivalent ist, so setzen wir 
als Definition: 

1) afK . : 0?, yea . = . xea . ysa Def. 

Aus diesem Beispiel ergiebt sich klar das gemeinschaftliche 
Merkmal der Definitionen, dals sie Abkürzungen sind; wer die 
Definition nicht anerkennen will, kann überall xsa .ysa an Stelle 
von x^ysa schreiben; die Ideographien, die man durch Einfahmng 
bez. Nichteinführung dieser Definition erhielte, wären ihrem Wesen 
nach durchaus nicht verschieden. Doch bietet die Definition eine 
nützliche Abkürzung; es empfiehlt sich daher sie anzunehmen. 

x^ y^ esa bedeutet x^ yea . eea d. h. xsa . yea . eta. 

a und 5 seien K's. Wir wollen statt „jedes a ist &" schreiben 
a^}) und können diese Schreibweise, wie folgt, symbolisch definieren: 

2) a, &6K . .*. a^h . = : xta , Oa- . xeh. Def. 

In der Formel xea . 0« • ^^^ „wenn x ein a ist, so ist x 
auch ein &" ist der Buchstabe x^ der als Index an dem Zeichen o 
auftritt, ein schembarer Buchstabe, d. h. der Wert dieses Satzes 
hängt von x nicht ab; er drückt vielmehr eine Beziehung zwischen 
den Buchstaben a und t aus, die wir nach unserer Vereinbarung 
mit ao& bezeichnen und dabei den scheinbaren Buchstabeu x 
weglassen. 
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Das Zeichen Q zwischen Klassen kann „ist enthalten^', zwischen 
Sätzen „ergiebt sich" gelesen werden. Daraus, dafs es auf ver- 
schiedene Art gelesen werden kann, folgt nicht, daTs es verschiedene 
Bedeutung hat, sondern nur, dafs die gewöhnliche Sprache mehrere 
Ausdrücke hat, um denselben Begriff darzustellen. Der Ausdruck, 
welcher am besten dem Zeichen Q in seinen verschiedenen Stel- 
lungen entspräche, wfire vielleicht „folglich" oder „daher". 

Das Beispiel: 

NX6oNx2 

„jedes Vielfache von 6 ist ein Vielfaches von 2" oder auch 
„Vielfaches von 6, folglich Vielfaches von 2" ist eine Anwendung 
der Definition 2. Will man diese Definition nicht benutzen, so 
kann man denselben Satz auch schreiben: 

aj£NX6 . . a;eNX2. 

„Wenn x ein Vielfaches von 6 ist, so ist x ein Vielfaches von 2." 
An dem Zeichen Q hat man sich den Index x hinzuzudenken. 

a sei eine K; schreibt man das Zeichen xb davor^ so ergiebt 
sich der Satz xea^ welcher den variabelen Buchstaben x enthält. 

Wenn umgekehrt px ein Satz ist, der den variabelen Buch- 
staben X enthält, so wollen wir unter öcipx die Klasse der x ver- 
stehen, welche der Bedingung px genügen. Nennt man mithin 
diese Klasse a, d. h. also, setzt man 

a = öcspx , 
so ist der Satz Px gleichbedeutend mit xea 

xsa . = .px. 

Das über xs stehende Zeichen — ist das Inversionszeichen, 
weil diese Vereinbarung ein spezieller Fall einer anderen über die 
Funktionen ist. Das ganze Zeichen öci kann man lesen „die x^ 
welche". In dem Ausdruck xspx ist der Buchstabe x scheinbar. 

Will man diesen Satz in Symbolen ausdrücken, so mufs man, 
weil Symbole nicht gebildet sind, um auszudrücken ^,Px sei ein 
Satz, der den variabelen Buchstaben x enthält", annehmen, der 
Satz Px sei auf die Form xsa reduziert, worin a eine K ist; wir 
setzen daher: 

3) afK . . ^«(ÄJfa) =: a Def. 

„Es sei a eine Klasse; setzt man alsdann das Zeichen xs vor 
den Satz xsa^ so erhält man wieder die Klasse a." Diese Defi- 
nition drückt in der That das erste Glied, welches noch keine 
Bedeutung hat, durch das zweite aus. Jedoch scheint es, als ob 
sie eine lange Bezeichnung an Stelle einer kurzen setze. Das 
kommt daher, weil der Satz, der x enthält, in der Form xsa 
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geschrieben wurde. Schreibt man ihn in anderer Gestalt, so ist 
die Definition eine wirkliche Vereinfachung^). 

a und h seien E's. Mit a^& oder auch einfach nur mit ah 
wird die Klasse von Dingen bezeichnet, die zu gleicher Zeit a 
und & sind. Das Zeichen ^ entspricht ungefähr dem Yerbindungs- 
wort „und"; die Operation, welche e& darstellt, heilst auch logische 
Multiplikation, 

Diese Operation läfst sich definieren 

4) a, hsK . Q . ah = xi (xsa . xeh) Def. 

„Wenn a und h Klassen sind, so versteht man unter ah die 
Gesamtheit der x, welche der Bedingung xsa . xsh genügen." 

Operiert man mit dem Zeichen xe an beiden Gliedern dieser 
Gleichung, so erhält man: 

a, 6fK . '" xsah . = . xsa . xeh, 

„Sagt man, x sei ein a&, so heifst das so viel, als x ist ein 
a und X ist ein 6." Jedoch kann diese Gleichheit nicht als Defi- 
nition des Symbols ah gelten, sondern nur der ganzen Schreib- 
weise xsah. 

Auf diese Art ist die logische Multiplikation der Klassen 
definiert worden durch die gleichzeitige Aufstellung der logischen 
Multiplikation der Sätze, welche als Grundbegriff angenommen wurde, 
und mittelst des Zeichens ü, das definiert worden ist- (Def. 3). 
Es ist uns jedoch nicht gelungen, die Bedeutung des Zeichens ah 
ohne Benutzung der Def. 3 zu erklären. 

Beispiel: 

Npn(4N-f l)oN^ + N*. 

„Jede Primzahl von der Form 4ir + 1, worin a; ein N be- 
deutet, ist die Summe zweier Quadrate." Will man die ein- 
gefCQirten Definitionen nicht benutzen, sondern nur Grundbegriffe, 
so würde man diesen Satz zu schreiben haben 

a?£Np . iC£4N +1.0. oJcN^ -{- N^ 

Wir geben nun die folgende Definition 

5) a, hsK . : a ==&.== . aQh , 6oa Def. 

„Es seien a und h Klassen; man sagt, es sei a = &, wenn 
jedes a ein h ist und jedes h ein a." In dieser Definition befindet 
sich auf der einen Seite das Zeichen = zwischen Klassen und 
soll definiert werden; auf der anderen tritt das Zeichen nicht 
auf. Die beiden Seiten sind durch das Zeichen = verbunden, 



1) Statt xsp kann man des bequemeren Drückens wegen auch 
.,p. schreiben. 
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dieses hat man sich aber mit dem Zeichen Def. so yerbnnden zu 
denken, dals die beiden Zeichen => Def. nnr ein einziges Tor- 
stellen. So ist es nnr ein scheinbarer ZirkelschluTs, wenn man 
das Zeichen =» durch die Benutzung desselben Zeichens definiert. 
Die folgenden Sätze verdienen Beachtung: 

a, &, ceK . . aa = a 

ah a= ha 

a(hc) = {ah)c. 

Sie wurden in Worten schon Ton Leihnig {Opera phüosophica^ 
S. 98) aufgestellt und in Symbolen von Boole, 1854, S. 29, 31 
wenigstens bis auf die Bedeutung der Buchstaben, die damals 
noch mittelst der gewöhnlichen Sprache erkl&rt werden mu&te. 
Beispiel: 

(NX2)n(Nx3) = (Nx6). 

Das Zeichen A zwischen Klassen bedeutet die Klasse Null, 
d. h. diejenige, welche kein Individuum enthält. Man kann folgender- 
mafsen definieren: 

6) asK . Q .-. a = ^ . ^ : fteK . o^ . aQh. Def. 

„a sei eine Klasse. Man sagt, die Klasse a sei Null, wenn 
für jede beliebige Klasse &, a in & enthalten ist.*' 

Der Satz hsK , Ob - aQh enthält den scheinbaren Buchstaben 
h und ist daher eine Bedingung nur für a; wir können deshalb 
vereinbaren, sie mit der Schreibweise a == A zu bezeichnen, worin 
nur der Buchstabe a auftritt. 

Man beachte, dafs nur der Satz a^= /^ definiert worden ist, 
dafs man daher für den Augenblick noch den Komplex von Zeichen 
«=s A &^s 6^1^ einziges Zeichen betrachten muDs. Diese Bezeich- 
nungsart ist jedoch von Vorteil, weil die Bedingung a = A sic^ 
wie eine Gleichheit verhält; d. h. man kann die Sätze beweisen: 

a, &fiK .a==A'^ = A-0-öf = &, 
„ .a = &.6 = A.0-^==A- 

Das Zeichen A ist aber bis jetzt noch nicht definiert, d. h. 
man kann noch keine Gleichheit bilden, deren eine Seite A ist 
imd deren andere eine Gruppe bekannter Bezeichnungen bildet. 

Ajialog dem Zeichen a l^&nn man auch das Zeichen Y (Alles) 
einführen: 

aeK . .'. a ==V. = : hsK . O^^Oa. 

Das Zeichen Y hat jedoch keinen praktischen Nutzen und 
kommt im Formular überhaupt nicht vor. 
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Beispiel : 

„Enbikzahlen, welche zugleich die Summe zweier Kubikzahlen 
sind, existieren nicht." Will man diesen Satz durch die Grund- 
begriffe allein ausdrücken, ohne die Definitionen zu gebrauchen, 
so lautet er: 

fl?€N* . fl?eN' + N\l asK . o . xea. 

a und & seien Klassen; a^h bezeichnet die kleinste Klasse, 
die a und h enthält. Das Zeichen u wird „oder" gelesen; die 
durch dieses Zeichen angegebene Operation heilst logische Addition. 

Es läfst sich durch die früheren Symbole auf die folgende 
Art definieren: 

8) a, 5fiK . . ö'^^ = ^ {cbK . aoc . &0c . Oc . xec). Def. 

„Wenn a und & die angegebene Bedeutung haben, so be- 
zeichnet aw& die Gesamtheit der Individuen, die jeder Klasse c 
angehören, welche die beiden Klassen a und & enthält." 

Man hat: 

a, &, CfiK . a^c . hQc . o . a^jh^c (Leibmis, S. 96) 

„ „ . • ö(6uc) =s abyjac. 

Diese Formel drückt die distributive Eigenschaft der logischen 
Multiplikation in Bezug auf die Addition aus; die Eigenschaft 
wurde von Lambert^ 1781 erkannt. 

Beispiel: 

Npn(3 + N)o(6N — l)u(6N + 1). 

Dieser Satz läfst sich ohne Benutzung der Def. 8) auf folgende 
Art darstellen: 

a?eNp . a? > 3 . asK , 6N — iQ^ • ^^ + ^0^ • • ^«^t. 

Wenn a eine Klasse ist, so versteht man unter r^a die 
Klasse der nicht a, die sich, wie folgt, definieren läfst: 

9) aeK . o . ~a = xsipsK . a^h = V . o* . xeh) Def. 

„Unter f^a verstehen wir die Gesamtheit der ä;, welche jeder 
Klasse h angehören, die mit a zusammen als Summe das Ganze 
ergiebt." 

Die Negation wird so mittelst der Zeichen yj und V aus- 
gedrückt. Von den vielen Identitäten, die es giebt, erwähnen wir 
die beiden: 

(an h) = {"^a) ^ (~ &) , 



r>j 
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welche De Morgan^ 1858 (mit Aosschluljs der Bedentnng der 
Buchstaben) in Symbolen ausgedrückt hat. 
Aus der ersten ergiebt sich 

a, hsK . • «^Z> = ^[(«^a)^(~6)], 

welche man als Definition des Zeichens u durch die Zeichen «^ 
und ^ benutzen könnte; so war es in der That in dem Formular 
geschehen; die j/etzt getroffene Wahl führt nber zu einer weitereu 
Beduktion. 

Die Zeichen Q und ^ können sich zwischen Sätzen befindeu 
oder zwischen Klassen; die Bedeutung des zweiten wurde aus der 
des ersten mittelst der Definitionen 2 und 4 abgeleitet. Die 
Zeichen ^s^ ^^ ^^ r^^ die nur für Klassen definiert sind, erscheineu 
auch zwischen Sätzen und werden dann, wie folgt, erklärt: 

10) a, IsK . /. xsa . =« . x^b : «= : ajca . 0«aj£& : xeh . 0«a;£a Def. 
oder auch 

„Wir sagen, zwei Bedingungssätze für x nämlich xsa und 
xeb seien in Bezug auf x äquivalent, wenn aus dem ersten der 
zweite folgt und umgekehrt, oder, was dasselbe bedeutet, wenn 
die Klassen a und b gleich sind.^' 

Die Zeichen (j und = haben eine ändere Stellung, die häufig 
vorkommt, und die wir, wie folgt, definieren: 

1 1) a, 6, ceK . o : : a?£a . o« : soeh .o.xsc.', = : xsa .xsh.Qx- ^bc 

oder auch 

„ „ „ „ =ahoc Def. 

„Wenn a, &, c Klassen sind, so sagen wir, aus xsa folge in 
Bezug auf x^ dafs xsh aus xsc folgt, wenn aus xsa und aus xsb 
sich xsc ergiebt, das heifst, wenn die Klasse a& in c enthalten ist.^' 

12) a^h^csK.Q::xsa,Ox'SC^b. = .xsc.'.^ ,ahoc.acoh Def. 

„Wir sagen femer, wenn xsa besteht, sei die Bedingung xsh 
äquivalent der Bedingung xsc, falls bei der Hypothese xsa sich 
aus xsh ergiebt xsc und umgekehrt, das heilst, wenn ahQc und 
'acQh.'' 

13) asK . .'. xsa . =« A • =* • ^ = A Def. 

„a sei eine Klasse; wir sagen, der Satz xsa sei in Bezug 
auf die Yariabele x absurd, und schreiben dies, wie in der Formel, 
wenn die Klasse a Null ist." 

14) a^hsK , : xsa .^ . xsh . = . xsa^h Def. 

„Wir schi-eiben xsa .^ , xsh und lesen dies x ist ein a oder 
X ist ein h statt x ist ein a oder &." 
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15) aeK . : '^(a?€a) . = . aJa'^a. Def. 

Hier wird die Negation eines Satzes durch die Negation einer 
Klasse ausgedrückt. 

Bei den vorstehenden Definitionen ist die linke Seite kom- 
plizierter als die rechte, weil die Sätze, an denen wir operieren, 
in der Foim xta ausgedrückt sind. 

Zur Vermeidung von Klammem setzt man das Zeichen ^^ 
häufig vor das Beziehungszeichen, wie z. B. 

16) asK . : X'^sa . = . ~ (xsa) Def. 

17) X<^ = y , s=s , f^(x = y) Def. 

Um einigen der aufgeführten Definitionen die allgemeine Gel- 
tung geben zu können, die wir in unseren Formeln nötig haben, 
müssen wir den Begriff des Paares einführen. 

(o?; y) bezeichnet das Paar, das von den Dingen x und y 
gebildet wird. 

Dieses Paar wird als ein neues Ding betrachtet. In dem 
Formular ist statt (äj; y) einfach (a;, y) geschrieben worden, da 
in der Anwendung die Gefahr einer Verwechselung mit der Defi- 
nition 1* nicht besteht. 

Der Begriff des Paares ist ein Grundbegriff, das heifst, wir 
sind nicht im stände, ihn durch die früheren Symbole auszudrücken. 
Jedoch können wir die Gleichheit zweier Paare definieren: 

18) (x] y) = (ü] h) . = . X = a . y = h Def. 

„Das Paar (x^y) heifst dem Paar (a; &) gleich, wenn ihre 
Elemente der Ordnung nach gleich sind." 

Mit Hülfe des Begriffs des Paares können wir einige wichtige 
Kegeln für Schlufsfolgerungen, die wir in früheren Arbeiten in 
gewöhnlicher Sprache erklärt hatten, jetzt vollständig in Symbolen 
ausdrücken, wie z. B. 

a,hyC6K:X6a\x]y)sh,Qx,y'i(x^]y)BC:Qr,xsa,0x'(jx^',y)s^'0y-{^]y)^(^* 

^^ttjb^ c seien Klassen. Wir nehmen an, für jedes beliebige 
X und y gehöre, wenn x der Klasse a angehört, und das Paar 
(x] y) der Klasse &, das letztere Paar der Ellasse c an. Alsdann 
folgt, dafs für jedes beliebige x^ wenn es nur ein a ist, und für 
jedes beliebige ^, wenn nur das Paar (x] y) der Bedingung b ge- 
nügt, das Paar (o?; y) die Bedingung c erfüllt." 

Diese Regel für Schlufsfolgerungen heifst „die Hypothesen 
separieren". Auch der umgekehrte Satz ist gültig. 

Beispiel: 

a«N . feeN >< a . ceN X & . Q . ceN X a. 
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Hier mnfs man sich an dem Zeichen die Indices a,h, c 
hinzudenken. Separiert man die Hypothesen in Bezug auf a und 
Z», so erhält man 

Bei dem ersten der Zeichen Q hat man die Indices a und 
h zu ergänzen; das zweite trägt den Index c. Nach. Def. 2 kann 
man auch schreiben: 

aaN . hs'HXa. Q . Nx^oNXa. 

Das Tripel oder die Teme (x*^y\ z) kann man als ein aus 
(a?; y) und gebildetes Paar ansehen. 

Die Definitionen 10) — 15) drücken Operationen an Sätzen von 
der Form xsa aus, die nur einen veränderlichen Buchstaben x 
enthalten. Wir können aber annehmen x stelle ein Paar, eine 
Teme, d. h. irgend ein System von Buchstaben dar; nimmt man 
daher den Begriff des Paares hinzu, so drücken diese Definitionen 
Operationen an beliebigen Bedingungssätzen aus. 

Der Satz a<^ = A? worin a eine Klasse ist, heifst also „dio 
a existieren^S Da nun diese Beziehung sehr häufig vorkommt, so 
halten es verschiedene Mitarbeiter für empfehlenswert, sie durch ein 
einziges Zeichen auszudrücken, statt die ganze Gruppe ^^ = A 
zu verwenden. Wer der Ansicht ist, könnte z. B. setzen 

19) asK . : aa . = • a<^ = A I^ef- 

Beispiel: 

aN«n(N« + N^). 

„Es existieren Quadrate, welche die Summe von Quadraten sind.^^ 
Das Zeichen = ist für den Fall schon definiert worden, 

wenn es zwischen zwei Klassen, zwei Sätzen, zwei Paaren steht; 

in der Mathematik wird es immer von neuem definiert, wenn es 

sich zwischen neu eingeführten Dingen befindet. 
Man kann die allgemeine Definition geben: 

20) X = y . = : asK . xea . 0« • ^ = öt. Def. 

„Wir sagen, das Ding x sei dem Ding y gleich, wenn jede 
Klasse a, welche x enthält, auch y enthält.^^ 

Wir müssen jedoch noch zeigen, wie die verschiedenen spe- 
ziellen Definitionen in diese eine sich einfügen. 

Ist. X irgend ein beliebiges Ding, so versteht man unter i.x 
die Klasse, welche aus diesem einen Ding allein gebildet ist: 

21) ix = ys(^y = x) Def. 

„Unter ix versteht man die Gesamtheit der y^ welche der 
Bedingung y = x genügen." 
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Man hat die Gleichheiten 

asK . . xea . = . ixQa 
„ xsf^a . == . ix^a = A 

„ x^yea . = . ix^iyocii 

welche die Sätze xea und xer^a durch andere ausdrücken, in 
denen die Zeichen t, <^ nicht vorkommen. 

Umgekehrt sei a eine Klasse, welche nur ein Individuum 
enthält, d. h., es mögen solche a existieren, daTs zwei Individuen 
X und y von a, wie man sie auch nehmen möge, stets gleich 
seien. Alsdann bezeichnen wir dieses Individuum mit la oder ia. 
Man hat daher 

22) acK. aa:a;,y€a.Oa;y.aJ==»y*0«^ = '^- = -öJ = tic Def. 

Diese Definition giebt in Wirklichkeit die Bedeutung der 
ganzen Formel x=^ia und nicht der Gruppe la allein. Jeder 
Satz aber, der la enthält, läfst sich auf die Form laeh^ worin h 
eine Elasse ist, reduzieren und diese Form auf aQh^ worin das 
Zeichen i verschwunden ist, wenn es auch nicht gelingt eine 
Gleichheit zu bilden, deren eine Seite la und deren andere eine 
Gruppe bekannter Zeichen ist. 

Beispiel: 

„Wenn a und h Zahlen sind, und a<Cl) ist, so bezeichnet 
h — a die ganze Zahl, die %a a hinzugefügt h ergiebt." 

Die Def. 6 giebt die Bedeutung des ganzen Symbols = A; 
das Symbol a allein läfst sich definieren: 

j^ = zK'^äi(6gK . Oft-^0^) 
oder auch 

^ = ixB (acK .000*^« = ^)« 

„Null ist der allgemeine Wert des Ausdrucks ar^a^ welche 
Klasse a auch sein mag." 
Man hat auch 

a«K . 13 . oua = iKr^xi[ar^x = a • (^^^ =^]- 

„Wenn a eine Klasse ist, so giebt r^a diejenige Erlasse x an, 
welche mit a multipliziert Null und zu a addiert das Ganze giebt." 

Diese Definition der Negation von a drückt Schröder^ Algebra 
derLogik^ 1891, S. 32 zum Teil in Symbolen zum Teil in Worten aus. 

Wir wollen noch die Ausdrücke Korrespondenz oder Funktion 
f und j definieren. 

23) a, beK . Q .*. ushfa . = : xsa . Qx - "uxeh. 
23') „ . .'. wfajfe . = : a?£a . Oa: . a;wf&. 
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„Wenn a und h Ellassen sind, so sagen wir u sei ein hfa 
oder ein aj&, wenn man dadurch, daTs man das Zeichen u yor 
oder hinter ein beliebiges Individuum der Ellasse a setzt, b erhält/' 

Die Korrespondenz der Ähnlichkeit läfst sich definieren: 

24) a^hsK.Qr,fs{Ma)suri.==:f6hfa:x^yea.Xf^===y.Qsey.fxf^=^fy. 

Die reziproke Korrespondenz: 

25) a,&cK.o.\/*€(&fa)rcp.=:/*e(6fa)sim:y€&Oya^(^«öJ./*a?=y) 

und schliefslich die Zahl: 

26) a, hsK . o : Num a = Num & . = . g; (hfa) rcp. 

„Wir sagen die Zahl der a sei der Zahl der h gleich, wenn 
eine reziproke Korrespondenz zwischen den a und h existiert." 

Aus diesem Allem folgt nun: 

Kommt man über gewisse Symbole überein, die durch die 
gewöhnliche Sprache erklärt werden und Begriffe darstellen, die 
wir primitive oder Grundbegriffe nennen, so läfst sich, wie wir es 
gethan haben, die symbolische Definition aller Zeichen geben, die 
in der mathematischen Logik vorkommen. 

Wir sind aber der Ansicht, dafs auf diesem Gebiet noch viel 
zu thun ist. Man kann suchen, die Anzahl der für primitiv ge- 
haltenen Begriffe weiter zu reducieren oder kann aildere Wege 
einschlagen, indem man zu Grundbegriffen eine andere Gruppe 
von Begriffen nimmt und auf diese 'Weise irgend einer Verein- 
fachung erstrebt. 

Die zahlreichen Gleichheiten der Logik, die man kennt und 
die man noch finden kann, gestatten bei dem Klassificieren der 
Symbole der Logik verschiedene Eichtungen zu verfolgen. 

Es würde nun die Klassifikation der Sätze der Logik in 
primitive und abgeleitete ein längeres Studium erfordern. Wir 
begnügen uns jedoch hier damit, die Aufmerksamkeit auf diese im 
höchsten Grad wertvollen und interessanten Studien gelenkt zu haben. 
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Definitionen der Arithmetik. 

(Auszug aus dem Formulaire de Math^matiques, Bd. 2, § 2.) 

Grundbegriffe. 

i> o = „Niai." 

2^ Nq = „eine ganze, positive Zahl oder Nnll." 
3) äsl^Q • öj -f- = „die auf a folgende Zahl." 



Grondsätse. 



1^ 0«No, 



3^ a, hs'^Q . (a +) = (&+). . a = &. 

4^ asl^Q . • (öt +) '^ = 0. 

5; seCh . Oss : xss . Qx • (^ +) €5:0- NqO^« 

Die drei ersten Nummern drücken durch die gewöhnliche 
Sprache die Bedeutung der Symbole N^, +, aus. 

Die durch diese Symbole dargestellten Grundbegriffe werden 
durch f&nf Grundsätze bestimmt, aus welchen sich alle Sätze der 
Arithmetik ergeben. 

Wir wollen das Zeichen Nq „Zahl" lesen, obwohl dieses Wort 
yerschiedene Bedeutungen hat. 

Das Zeichen Nq stellt, obwohl es mit zwei Zeichen gedruckt 
ist, einen einfachen Begriff dar. Die Zahlen, die mit 1 beginnen, 
bezeichnen wir mit N^. 

Nach der Schule des Pythagoras ist die erste Zahl 2. Das 
Wort „-^^^ö-ftog" des Euclid ist daher mit Nq 4" 2 zu übersetzen. 

Das Zeichen -f- stellt vorerst den einfachen Begriff des 
„Folgenden" dar. Später soll es die Summe bezeichnen,' wie es 
der gewöhnliche Gebrauch ist. 

Bei dem Lesen der Sätze empfiehlt es sich, möglichst sich 
der gewöhnlichen Sprache zu nähern. Man wird z. B. die Grund- 
sätze (Pp)0 lesen: 

1) Pp Abkürzung für Proposizioni primitive. 

Genocohi-Feano, DifF.- u. Integral-Beohnnng. 23 
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(P 1) „0 ii 
(P2) „Eb 



ist eine Zahl." 

sei a eine Zahl; die darauf folgende ist auch eine 
bestimmte ZahL" 

(P3) „Wenn auf zwei Zahlen a nnd h dieselbe Zahl folgt, 
so sind sie gleich." 

(P4) „Die Zahl, welche auf eine beliebige Zahl folgt, ist 
niemsJs 0." 

(P5) „5 sei eine Klasse: wir wollen annehmen, gehöre dieser 
Klasse an, nnd jedesmal, wenn ein Individuum x dieser Klasse 
angehört, gehöre auch das ihm folgende ihr an; alsdann gehören 
alle Zahlen dieser Klasse an.^^ Diese Pp heiTst Inductionsprinzip. 
Man kann sie auch lesen: „Wenn ein Satz für die Zahl gilt 
und wenn er, für die Zahl x geltend, auch für die Zahl (x -f-) 
seine Gültigkeit behält, so gilt er aUgemein." 

Definition der Ziffern. 

1=0+. 2 = 1 +.3 = 2+. 4 = 3 +.5 = 4+. 

6 = 5+.7 = 6+.8 = 7+.9 = 8+.X = 9+. 

Wir haben zu den Zi£fem 0, 1 ... 9 das Zeichen X der 
Eömer hinzugefügt, um die Zahl „zehn" anzugeben; wir haben es 
so lange nötig, bis wir Vereinbarungen über das Zählen getroffen 
haben, welche notwendiger Weise erst der Multiplikation und dem 
Erheben auf eine Potenz folgen können. 

Definition der Summe zweier N^ 

a, JcNq . 0« 
1) a + = a . 
2)a + (5+) = (a + 6)+. 

Diese P geben durch Induction die Definition der Summe 
a + &. 

„a + bedeutet a und wenn man die Bedeutung von a + & 
für einen gewissen Werth von h kennt, so versteht man unter 
a + (6 +) die auf a + & folgende Zahl." 

Wenn man in 2), & = setzt, so erhält man zuerst die Be- 
deutung von a + 1 ; setzt man & = 1 , so ergiebt sich der Wert 
von a + 2, etc. 

Verallgemeinening. 

ssGls . uesjs , ass . fccN^ . o. 

1) auO = a. 

2) at^h +) = {auh)u, 

(PI) „5 sei eine Klasse; u eine Transformation der 5 in $; 
a sei ein s und h eine Zahl. Alsdann bedeutet auO soviel wie a." 
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(P2) „unter au(b +) verstehen wir das, was man erhält, 
wenn naan an auh noch einmal mit dem Zeichen u operiert." 

Setzt man in P2, & = 0, so erhält man aul ^= au; setzt 
man & = 1, so wird aw2 = (au)u, auS = auuUy u. s. w. Daraus 
folgt durch Induktion die Bedeutung von auh für jede beliebige 
Zahl h. Nimmt man z. B. als Klasse 3 die Nq und als Operation 
t* die Operation + (^^s folgende), so erhält man, wie zuvor 

a-f-0 = a, a + l = <* +» a + 2 = a + +, . . . 

Die Formel auh mufs, wenn es nötig ist, in a(uh) zerlegt 
werden. Wenn daher u eine bestimmte Operation in der Klasse $ 
ist, so ergiebt sich für jede beliebige Zahl h die neue Operation 
üb, welche man „die &mal wiederholte Operation t«" nennt. 

Definition von N^ (einer Zahl, die gröfser als ist): 

N, = No + . 

Statt N^, einer auf irgend ein Nq folgenden Zahl, findet 
man in manchen Arbeiten N geschrieben. 
Definition der Differenz: 

as'^Q . hsa + Nq . . 

h — a = i [Nq/^äj^ (a; -f. a = &)]. 

„Es sei a eine Zahl und h eine Zahl gröfser als a oder 
gleich a. Man bezeichnet mit h — a die Zahl ^, welche der 
Gleichung a; + a = & genügt." 

Daraus läfst sich ableiten 

+ a€NojNo. 

— a6(a + No)jNo. 

„Es sei a eine Zahl, alsdann ist — a eine Operation, welche 
an einer Zahl ausgeführt, die nicht kleiner als a ist, eine Zahl 
erzeugt." 

Man kann sie mit der vorhergehenden Formel vergleichen, 
welche aussagt, dafs -f~ ^) ^* ^* ^^^ Operation -f-, amal wieder- 
holt, ein N^jNq ist. 

Die Zeichen -[" ^o ^^^ — ^o entsprechen etwa den Worten 
„positive Zahl" und „negative Zahl"; sie stellen sich als Opera- 
tionen j dar. Das Zeichen -f- a ist gleichwertig mit dem Aus- 
druck „a hinzufügen" und — a bedeutet „a wegnehmen". 

Definition von n (einer ganzen positiven oder negativen Zahl): 

n = -f-No^ — No- 
Definition der Gleichheit zweier n: 
a?,2/6n.o.\ 

23* 
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^wei ganze Zahlen x und y sind liach der Definition gleich, 
wenn für jede positive Zahl w, t* + ^'**^H"y ^^ vorausgesetzt, 
dafis diese Operationen in natürlichen Zahlen möglich sind/^ 

Definition der Summe zweier n: 

«,y«n.o.\aj + y — 

Eoincidenz von n nnd N^: 

Diese Definition besagt, dafs wir dem gewöhnlichen Gebranch 
entsprechend die Vereinbarung treffen, mit demselben Zeichen die 
beiden yerschiedenen Dinge a und -f- a darzustellen. Man braucht 
offenbar diese Eoincidenz nicht anzunehmen. 

Definition des Produkts zweier N^: 

a, Ib'Nq . . a X & = [(+ «) ^] • 

„a und h seien Zahlen; unter aXh oder ah versteht man 
dasjenige, was sich ergiebt, wenn an die Operation -f* a, &mal 
ausgeführt wird." 

Definition des Produkts zweier n: 

aen . ^cNq , q . aXh =^ [(+ a) b] . 
„ „ .o.aX(— &) = 0[(— a)H 

Definition des Verhältnisses zweier N^: 

acNj . &cNi X a . • V^ = ^^i ^x3(xXa = b). 

„Es sei a eine Zahl, die nicht Null ist, und h ein Vielfaches 
von a; „& dividiert durch a" bezeichnet die Zahl a?, welche der 
Bedingung xX a^^^h genügt." 

Daraus folgt 

/ae(aXNi)jNi. 

/a, welches „durch a dividieren" gelesen wird, bezeichnet mithin 
eine bestimmte Operation an den Vielfachen von a; das Resultat 
ist ein N^. 

Definition von B (der rationalen, positiven Zahl): 

R a= x9^ (a, h) 3 [a, hel^i . a? === (x 6) (/a)] 

oder auch 

R = Ni/Nj. 

„Man nennt „Verhältnis" jeden Ausdruck von der Form 
(X h) (/a), in welchem a und h ganze positive Zahlen sind." 

Die rationale Zahl oder das Verhältnis, der Xdyog 8v ic^i^fibg 
n^bg ä^i^iiinf S%Bt des Euclid, stellt sich hier als eine in gewissen 
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F&Uen mögliche Operation dar; vrir haben diese Zahl auf dieselbe 
Art gefunden, wie die positiven und negativen Zahlen. 

Definition der Gleichheit, der Summe, des Produkts zweier 
E und des reciproken Wertes eines B: 

a;, ysB, . o .'. 

1 . a; = y . *= : us'Nj^ . ux^ uysl^i . 0^ . wa? = wy Def. 

2 . 0? -f- y = lEf-^iss (wfNj . uXj uyel^i . 0» • ^^ + ^2/ ^=^uz) Defc 

3 . a;^ == iRn^a (wcN^ . war, uxyz^^ . 0» . wa?t^ = t*;ef) Def. 
, 4. /a? = ^R'^y3(a?Xy=l). Def. 

1. „Zwei rationale Zahlen x und t^ heifsen gleich, wenn für 
jede beliebige Zahl u^ die aber derart ist, dafs die Operationen ux 
und uy möglich sind, die Resultate dieser Operationen gleich ,sind/^ 

3. „Das Produkt xy zweier rationalen Zahlen ist die rationale 
Zahl jsr, welche der Bedingung uxy = uz genügt, die ganze Zahl 
u mag sein, welche sie will, wenn nur die Operationen t^jS? und 
uxy möglich sind." 

Die Schreibweise a/&, die namentlich bei den Engländern 
verbreitet ist, ist eine für den Druck bequeme Abänderung der 

gewöhnlichen Bezeichnung -^, welche von den Hindus stammt. 

/a bedeutet „durch a dividieren" oder „mit dem reciproken. 
Wert von a multiplizieren" oder auch, wenn man das Multipli- 
kationszeichen weglässt „der reciproke Wert von a". Dieses Symbol 
entspricht dem Symbol — a, welches „a wegnehmen", das Ent- 
gegengesetzte von a hinzufügen", „die negative Zahl — a" bedeutet 

Definition von r (der rationalen Zahl): 

r = 4"^^ — R'-'.O, oder r = n/N. 

Definition der Potenz: 

aer . tweN© . • «"* = 1 [(X «) H- 

„a in der w*®^ heifst, die Einheit wmal mit a multiplizieren." 

Definition der Gleichheit der oberen Grenzen der 
Klassen rationaler Zahlen: 

W, VB eis r . ÜBT . 0« 
1. l't* = l't; . = . w — R = t; — R . 

2. a < Tm . = . aBU — R. 

1. Wir sagen, die obere Grenze der Zahlen der Klasse u sei 
der oberen Grenze der v gleich, wenn jede Zahl, welche kleiner 
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als izgend ein u ist, auch kleiner als irgend ein 9 ist und um- 
gekehrt. 

2. Wir sagen femer, die rationale Zahl a sm kleiner, als die 
obere Grenze der u^ wenn sie kleiner als irgend ein u ist 

3. Iv — 00 . =: V — E = r. 
Definition yon q (der reellen Zahl): 

q »B xta« t [ff£ CbSr . av . aE — (u — B) . flc = Iv]. 

,,Eine reelle Zahl ist jede obere Grenze der Klassen der 
rationalen wirklich existierenden Zahlen, die nicht znr oberen 
Grenze 00 haben.^^ 

Setzt man in dieser Definition E an die Stelle Yon r, so er- 
hält man die Definition von Q (reelle positiye Zahl). 

Definition der Summe zweier q: 

a, 6»q.O. 

^ie Snmme zweier reellen Zahlen a und h ist die obere 
Grenze der Summen x und y^ worin die rationale Zahl x kleiner 
als a und die rationale Zahl y kleiner als h ist" 

Eoincidenz einer rationalen und einer reellen Zabl: 

aar .13.0 = V(^ia). 



Anhang III 

(zu Nr. 193). 

über die Taylor'sche Formel. 

(Ans den Atti della B. Accademia delle Scienze di Torino Bd. 27, 1891). 

Die Tajlor'sche Formel, welche man als die Grundlage der 
Infinitesimalrechnung ansehen kann, wurde bis nach Lttgrcmge in 
der Gestalt 

f{x + Ä) = fix) + hf'{x) + ^ fix) + etc. 

geschrieben, ohne dafs man sich weiter um die genaue Bedeutung 
dieser Gleichheit kümmerte. ' 

Nachdem man aber in diesem Jahrhundert genau zwischen 
konvergenten und divergenten Eeihen unterschieden hat, wird sie 
jetzt nur dann fOr gültig gehalten, wenn die Eeihe auf der rechten 
Seite konvergiert und zur Summe die linke Seite hat. Weil aber 
diese Beihe sowohl für einige wie auch f&r alle Werte von h 
divergieren kann, oder auch konvergieren kann ohne die linke 
Seite zur Sunmie zu haben, so folgt daraus, dafs die Formel jeden 
theoretischen Wert verliert und jedesmal, wenn sie angewendet 
werden soll, auf ihre Gültigkeit geprüft werden mufs. 

Man kann sie aber auch auf andere Weise unabhängig von 
der Konvergenz der Beihen auslegen und alsdann behält sie ihre 
Gültigkeit, welche Funktion f{x) auch sein mag, wenn diese 
letztere nur die Derivierten hat, die man benutzen will. Diese 
neue Interpretation soll hier besprochen werden. Wir sagen „neu^\ 
weil sie in keinem Buch, so viel wir wenigstens wissen, klar formu- 
liert worden ist; doch kommt sie dem aufserordentlich nahe, was 
alle Autoren, welche die Beihen ohne Berücksichtigung der Kon- 
vergenz untersuchten, darüber geschrieben haben; ja an gewissen 
Punkten werden wir ihre Sätze einfach nur wiederholen, indem 
wir ihre Gültigkeit nachweisen. 

Es sei f{x) eine reelle Funktion der reellen Variabelen x. 
Man nehme an, wenn x der Null zustrebe, so nähere sich f{x) 
einer Grenze öq. Ist f(x) kontinuierlich, so ist a^ = /"(O). Als- 
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dann wird f{x) — Oq mit x eine nnendlich kleine Gröfse; man 

dividiere sie durch x und gehe zur Grenze über, indem man x 

sich der Null nähern läfst. Man nehme an, diese Grenze sei be- 
stinunt und nenne sie Oj^: 

X 

Ebenso wird die Differenz -^^ — a, mit x unendlich 

X ^ 

klein; wir wollen sie durch x dividieren und zur Grenze über- 
gehen; es sei 

lim = lim -^-^ ^ — -^— = o» 



und analog 

f{x) — fl^o 



— «1 



X 



lim = lim -^-^ — — ^ — — = (U 

und so weiter. 

Auf diese Art leiten wir, wenn die Funktion f{x) gegeben 
ist, eine Beihenfolge reeller Gröfsen ^oy ^9 ^9 * * • ^^1 welche 
unbegrenzt, wie in den gewöhnlicheren Fällen, fortgesetzt werden 
kann oder auch zu Ende gehen kann, wenn einer dieser Quo- 
tienten keine bestimmte endliche Grenze mehr hat. 

WW woUen ÜbereifiJeommen, eu schreiben: 

(1) f(x) = «0 + %^ + «2^^ H h «niK" + et<5., 

««m gu heeeidmen, dafs 

(2) lim -j = an 

«=.0 X 

ist. 

Die Bedeutung des Zeichens = in (l) ist daher im all- 
gemeinen nicht die, dafs die Eeihe auf der rechten Seite konvergent 
sei imd zur Summe f{x) habe, sondern wird durch die Formel (2) 
angegeben. Diese Formel kann auch in der Gestalt 

(3) hm = 0, 

»=0 X 

(4) f{x) = a^ + %^ + ögic^ H }- anX^"\- ax^^ worin lim « = 

ist, geschrieben werden und läfst sich so in Worte fassen: Die 
Gleichheit (l) giebt an, dafs die Differenz zwischen f{(ß) und dem 

Poljmom «0 4" ^^ "h ' * ' 4~ ^«^ °^^ ^ unendlich klein von einer 
höheren als der w**^ Ordnung wird. 
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Wenn sich f{x) in eine Beihe nach aufsteigenden Potenzen 
von X bis dem Glied vom w*®'* Grade nach der Formel (l) ent- 
wickeln läfst, oder, was dasselbe ist, wenn die bestimmten und 
endlichen Gröfsen a^a^ . , , a^ existieren, die der Bedingung (2) 
genügen, alsdann hat man, wie sich leicht ergiebt: 

lim f{x) = ao, 

X ^' 

' ' nx)^a,^a^x-^^'^^ a,J,x^-' 

lim :;^zri = «n-i, 

x 

d. h.: die Formel (2) hat alle diejenigen Formeln zur Folge, 
die sich aus ihr ableiten lassen, wenn man statt n irgend eine 
Zahl setzt^ die kleiner als n ist. 

Wir wollen nun einige Theoreme über Operationen an diesen 
Entwicklungen folgen lassen. 

Theorem L Wenn 

f{x) = a^j -|- a^x -j- . . . -}- anX^ + etc. 

q>{x) = &o + ^1^ + • • • + ^n«;** + etc. 
ist, 80 wird 

f(^) + 9>{^) = («0 + ^o) + K + ^i) ^ H h K + hn) a;~ + etc. 

Denn, schreibt man f{x) in der Gestalt 

und g>{x) in der Form 

und summiert, so wird 

f(x) + g>(x) = («0 + &J -I 1- (a„ + hn) a?" + y«'", 

worin y für cc -\~ ß gesetzt wurde, und da cc und ß mit x unendlich 
klein werden, so wird auch y mit x unendlich klein; d. h. also 
die Formel besteht, wie zu beweisen war. 

Theorem IL Unter derselben Yoraussetzwng ist: 

f(x)Xg>(x) = ao&o + K^i + «i^o)^ H h 

(«0^» + aihn-i H f- anho)x'' + ^^' 
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Der Beweis ist analog. 
Theorem IIL Wenn 

f(x) = Oq + OiX + ...-]- OnX^ 4" ^^^ 

und 

ist und man unter der Voraussetzung, dafs Oq nicht Null sei, die 
Werte von W , , .hn aus den Gleichungen 

Oo^O = Cö, Oo&l + ai&o = Ci, • • •, oobn + ai&«_i -| 1- ön&O = Cn 

berechnet^ so ist: 

jn^ = &o + ^1^ + h^ H f" ^«^" + ö*c. 

Wenn sich der Ausdrack f(x -|- A) nach Potenzen von h in 
dem definierten Sinn entwickeln läfst und man 

f(x + Ä) = ao + OjÄ + OjÄ^ + etc. 

erhält, so ist a© = lim f(x -(- ä), mithin, wenn f(x) för den be- 

trachteten Wert von x kontinuierlich ist, a^ = f{x). 

Unter derselben Voraussetzung ist a^ =» lim l — ^^-^ ; 

mithin hat /*(ic) f&r den betrachteten Wert eine Derivierte und 
diese ist o^. 

Theorem IV, Wenn sich die Derivierte f\x + ä) «ocä 
Potenzen von h bis zu dem Glied vom n^^ Grad entwickeln läfst, 
d. h. wenn 

f\x + Ä) = f{x) + OjÄ + öjÄ* H f- a^Ä* + etc. 

15^, SO wird 

f(x + h)^f(x) + hr(x) + «i^V«» y + ••• + «.^ + etc. 

Denn, yervollständigt man das Polynom auf der rechten Seite 

durch Hinzufügen von ah^ und integriert in Bezug auf A, so 

erhält man 

h 

f{x + h)-f{x)=^hf\x) H h <^n^:^+fah^dh, 



h^dh = ß , schreiben, 



worin J3 einer der Werte von a in dem Intervall von bis ^ ist. 
Weil aber a unendlich klein ist, so muTs dies auch ß sein. 






1 

1 
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Theorem V. Wenn f(x) für den betrachteten Wert von x 
die successiven Berivierten bis eur n^^ hat, so ist: 

f(x + Ä) = f(x) + hfXx) + • • • + ^ f^H'^) + etc. 
Denn, nach der Voraussetzung ist 

oder 

/t»-i)(a; 4- Ä) = /t«~i)(ir) + Ä/^«)(a?) + etc. 

Integriert man nun in Bezug auf h, d. h. wendet man den yorher- 
gehenden Satz an, so erhält man 

/tn-2)(a; + Ä) = /'(»-»)(a;) + hf^-^){x) + y /•(«)(«?) + etc. 

Fährt man so fort und integriert noch n — 2 mal, so ergiebt sich 
die gesuchte Formel. 

Dieses Theorem haben wir schon früher in der Mathesis^ 
Bd. IX, S. 110 mitgeteüt 

Auf solche Art sind jene Formeln zu interpretieren und jene 
Sätze zu beweisen, die in den früheren Jahrhunderten unter den 
Mathematikern durchaus gebräuchlich waren. 

Man beachte jedoch, dafs.aus der Thatsache allein, daTs die 
Funktion f(x + ä) sich nach Potenzen von h entwickeln läfst: 

f(x + ä) == «Q + %* + ^^* + • • • + ötnÄ" + 6*<5., 

noch nicht ihre Kontinuität folgt. So kann, wie schon bemerkt 
wurde, f(x) für den betrachteten Wert von x diskontinuierlich 
sein, wenn bei der Annäherung von h an Null f(x -^ h) einem 
von f{x) verschiedenen Grenzwert zustrebt. Setzt man die Kon- 
tinuität von f(x) für den betrachteten Wert von x voraus, so 
wird damit noch nicht ihre Kontinuität in der Umgebung von 
X vorausgesetzt. Bezeichnen wir z. B. mit E(je;) die gröfste in 
z enthaltene ganze Zahl und setzen Q(z) =i n — E(jp), so ist die 
Funktion 



f(x) = x'+^ e (i-) , 



der wir den Wert f ür a? = beilegen wollen, für a? = kon- 
tinuierlich, läfst sich nach Potenzen von x bis zu dem Glied vom 
n*^^ Grade entwickeln, wobei alle Koef&cienten Null sind, und doch 
ist sie in jeder Umgebung des Wertes diskontinuierlich. Die 

Punktion e ** 9 (— j , der man für äj = den Wert geben 
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mOge, ist unbegrenzt entwickelbar und alle Koefficienten sind Null 
nnd doch ist sie in jeder Umgebung yon diskontinuierlich. 

Wenn sich f{x + ä) nach Potenzen von h entwickeln läfst 
und fUr den betrachteten Wert yon x kontinuierlich ist, d. h. wenn 

f{x + h) = fix) + OiÄ + OgÄ» + etc. 

ist, so folgt daraus, wie schon gesagt wurde, dafs % = f\x) ist; 
die von Lagra/nge gegebene Definition, dafs f\x) der Eoefficient 
von h in der Entwicklung der f{x -f- K) nach Potenzen von h sei, 
deckt sich daher mit der Wirklichkeit. Nicht aber folgt daraus, 
daüs auch f'{x -|- Ji) sich in eine Reihe entwickeln lasse und 
man f\x + ä) = f yx) + 2ajÄ + etc. erhalte. Man braucht nur 
die beiden vorstehenden Beispiele zu betrachten, in denen ({x) 
sich in Reihen entwickeln läfst, aber in der Umgebung von 0, in 
der sie diskontinuierlich ist, keine Derivierte hat. Aus der That- 
sache daher, dafs 

f{x + Ä) = fix) + hfXx) + (hh^ + etc. 

f\x) 
ist, folgt nicht notwendiger Weise, dafs o^ gleich ^ sei, denn 

der Funktion kann in den Umgebungen des betrachteten Wertes 
von X die erste Derivierte fehlen, sie braucht daher für diesen Wert 
von X keine zweite Derivierte zu haben. 

Die Theoreme I, II und lU,* welche die Koefficienten der 
Entwicklung der Sunmie, des Produktes und Quotienten zweier 
Funktionen mittelst der Koefficienten dieser Funktionen liefern, 
wenn man die Existenz der Derivierten voraussetzt, setzen uns in 
den Stand, auf eine etwas einfachere Art, als die gewöhnliche, 
die successiven Derivierten eines Produktes und eines Quotienten 
zu ermitteln. Diese Regeln sind auch etwas allgemeiner als die 
Differentiationsregeln, da sie auch dann noch ihre Gültigkeit be- 
halten können, wenn die Derivierten fehlen. 

Sind die ünendlichkleinen, welche in der Entwicklung von 

fix) = ao + OiO? + a^x^ -\ 

auftreten, variabel oder konstant? Die Antwort auf diese Frage 
hängt von dem Standpunkt ab, von welchem man sie betrachtet. 

Man kann die Gröfse a^x^ betrachten, d. h. den Wert^ wel- 
chen die Funktion a»^" annimmt, wenn man dem x einen be- 
liebigen Wert beilegt; dieser Wert ist eine variabele Zahl und 
wird mit x unendlich klein; auf diese Art erhält man ein variabeles 
ünendlichkleines. 

Oder man betrachte die mit ünX^ bezeichnete FwiMion^ d. h. 
die Operation, mittelst welcher man jeder Zahl ihre mit a« mul- 
tiplizierte Potenz x"^ entsprechen läfst; diese Fmüdion oder Operation 



Anhang III. Über die Taylor'sche Formel. 365 

oder Korrespondenz ist ein konstantes Ding, wenn der Exponent n 
und der Eoef&cient ün gegeben ist. Sind nun mehrere Funktionen 
f(x\ g{x) gegeben und in einem Intervall von an bis zu einer 
positiven Zahl definiert, so wollen wir übereinkommen, die erste 
in der Umgebung von gröfser als die zweite zu nennen und 
f^gza schreiben, wenn man ein Intervall von bis zu einer 
positiven Zahl derart bestimmen kann, dafs für jeden Wert von x 
innerhalb desselben f(x) > g(x) ist. Wir wollen femer, wie es 
gebräuchlich ist, die Funktion mf(x) das Vielfache der f(x) in 
Bezug auf die (reelle) Zahl m nennen. Setzt man nun fr(pc) = af^ 
so folgt, daüs fr(jxi) in der Umgebung von gröfser als jedes 
Vielfache von fr-{.i(x) ist; oder, welchen Wert m auch haben 
mag, jedenfalls ist /^r!>w/r+i; oder fr+i ist ein konstantes in 
Bezug auf ^ unendlich kleines Ding, während fr^i(x) ein variabeles 
in Bezug auf A(^) unendlich kleines Ding ist. 



Anhang TV 

(zu Nr. 193). 

Über die Definition des Integrals. 

(Anszng aus den Annali di Matematica pnra e applicata.) 

Prof. G. Ascöli liat in einer Abhandlang, die denselben Titel 
fahrt (Annali di Matematica, 1895, S. 67), diese wichtige Frage 
zur Sprache gebracht. 

Er nimmt mit Becht die Priorität für seine oberen nnd unteren 
Integrale, welche man in seiner Abhandlung SuL eonceUo di iniegrcUe 
definito (Atti dell' Acc. dei Lincei, 1875, S. 863) findet, in Anspruch. 
Der Genauigkeit wegen möchten wir jedoch bemerken, dafs gleich- 
zeitig Darhoux in seiner Abhandlutig 8wr les foncHons disconUmies 
(Annales de T^cole Normale Sup^rieure, 1875, S. 57) dieselben 
Dinge betrachtet und ähnliche Theoreme beweist. Wenn man statt 
des Datums der Zeitschrift das Datum der Abhandlung berück- 
sichtigen wollte, so würde die Arbeit JDarbouaf^ (vom 19. März 
1873 und 28. Januar 1874) derjenigen AscöW^ (vom 6. Juni 
1875) sogar vorangehen. 

Wir möchten hier die Aufmerksamkeit des Lesers auf einige 
Untersuchungen lenken, die wir über diesen Gegenstand angestellt 
haben, und welche, wie wir glauben, die Sache vereinfachen, 
und auch von Anderen, soviel wir wissen, noch nicht gebracht 
worden sind. 

Der Gedanke, den wir auch in anderen Arbeiten zum Aus- 
druck brachten, besteht in der Substitution der oberen (oder 
unteren) Grenze einer Zahlengruppe an die Stelle der Grenze, 
gegen welche eine Funktion konvergiert. Es wird wohl schwer 
sein, festzustellen, wer zuerst diese beiden ähnlichen Begriffe unter- 
schieden hat, welche auch heute noch von solchen verwechselt 
werden, die keine präzise Sprache benutzen. Man pflegt die Unter- 
scheidung Weierstrass (siehe Pincherle, Giomale di Matematiche, 
1880, S. 242) zuzuschreiben; man findet diese oberen und unteren 
Grenzen in den zitierten Arbeiten von Darhoux und ÄscoU und 
kann sagen, dafs sie in das allgemeine Besitztum übergegangen sind. 
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Die Definition in dem „Formnlario di Matematica^*, Teil Y, § 3, 
prop. 1 lautet: 

l) usKq . w^ = A • ^^q • •"• 

in Worten: , Wenn u eine Elasse reeller Zahlen und nicht eine 
Klasse Nnll ist (da in der mathematischen Logik anch Klassen 
Nnll vorkommen), und wenn x eine endliche Zahl ist, alsdann 
bedeutet der Satz „o; ist die obere Grenze der u^'' so viel als 

1) „Es giebt keine Zahlen des Systems t«, die gröiser als 
X sind." 

2) „Wenn eine Zahl ^, die kleiner als x ist, beliebig gegeben 
wird, so giebt es Zahlen des Systems t«, die gröiser als y sind." 

Führt man nun die obere unendlich grofse Grenze ein, deren 
Definition (F^rmulario, Teil V, § 3, prop. 5) wir hier nicht wieder- 
holen wollen, so erhält man die Grundeigenschaft (ebenda, prop. 6): 

2) Hyp. 1 . • l'weqwtoo. 

„Jede Elasse u hat immer eine obere Grenze, die endlich 
oder unendlich grols ist." 

Es wird nicht überflüssig sein, wenn wir bemerken, dafs der 
Beweis dieses Theorems lediglich eine Umgestaltung der Definition 
der irrationalen Zahlen ist. 

Komplizierter erscheint die Definition der Grenze, welcher 
eine Funktion zustrebt. Diese Funktion kann yon einer oder 
mehreren unabhängigen Yariabelen abhängen; es kann auch yor- 
kommen, dafs die Anzahl der unabhängigen Yariabelen variabel 
ist, wie es gerade bei den Sätzen, die uns hier beschäftigen, der 
Fall ist. Wenn wir uns auf eine unabhängige Yariabele be- 
schränken und voraussetzen, sie strebe dem ünendlichgrofsen zu 
— auf diesen Fall läfst sich immer reduzieren — , so wird der 
gewöhnliche Begriff der Grenze einer Funktion durch den folgenden 
Satz ausgedrückt (Formulario, Teil YII; § 2, prop. 1): 

3) usKq . Vu = oo . fsqfu . yeq . • • 

y = hmfx, = .\hsQ.Ohiaeq,f[un(a + Q)]o(y — h)^(y + h). 

*^ =aA- 

„Es sei u eine Klasse von Zahlen, deren obere Grenze das 
ünendlichgrofse ist. f sei das Zeichen einer reellen durch die 
Zahlen der Gruppe u definierten Funktion und y sei eine endliche 
ZahL Alsdann bedeutet der Satz, y sei die Grenze, welcher die 
Funktion f(x) zustrebt, wofern x in der Klasse u variiert und 
sich dabei dem ünendlichgrofsen nähert, soviel als: Wie man auch 
die positive Gröfse h nehmen mag, man kann immer eine Zahl a 
derart bestimmen, dafs die Werte, welche die Funktion f(x) an- 
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nimmt, wofern die Yariabele in der Klasse u nur solche Werte 
erhält, die grölser als a sind, s&mtlich dem Intervall yon y — h 
bis y -f- Ä angehören."^) 

Man siebt, die Definition 3 ist komplizierter als die erste. 
Betrachtet man die yerwendeten S3rmbole, so ergiebt sich, dafs bei 
der ersten nur der Begriff der Klasse (in Zeichen K) yorkommt, 
während die dritte anch noch den Begriff der Funktion oder 
Korrespondenz enthält (in Symbolen f ). 

Es existiert femer kein Satz, der dem zweiten analog wäre; 
während jede Klasse eine obere Grrenze hat, konvergiert jede 
Funktion nicht gegen einen Grrenzwert. Man könnte allerdings 
eine gewisse Analogie herstellen, wenn man den Begriff der Grenze 
eiQer Funktion so modifizierte, wie wir es in der Bivista di Mate- 
moHca^ 1892 und in dem American Journal of McUhemaMcs^ 1895 
gethan haben, und auf diese Art auf die Begriffe von Ca/udiy und 
Abel zurückginge, nach welcher jede Funktion Grenzwerte hat. 
Doch wollen wir uns dabei nicht länger aufhalten. 

Wer freilich die oberen Grenzen von Gruppen von Punkten 
und ähnKche Begriffe mit Hülfe der Grenzen, welchen die Funk- 
tionen zustreben, definiert, der drückt einen einfachen Gedanken 
durch kompliziertere aus und setzt sich auch noch anderen ün- 
zuträgHchkeiten aus. Es wird von Nutzen sein, eine solche Defi- 
nition dem klassischen Werk Jordcm's^ Cours d' Analyse, 2. Aufl., 
1892, S. 19 des 1. Bandes zu entnehmen. Er sagt: 

„On nomme point limite d'un ensemble tout point qui est la 
limite d'une suite de points de Fensemble.*^ 

Bezeichnet man die Gruppe mit u, so läfst sich diese Defi- 
nition in Symbolen auf die folgende Art ausdrücken: 

(ze Grenzpunkt von u) = (feufN . g = lim fx . '^ =fA)* 

Da man nun eine Folge von gleichen Zahlen betrachten kann 
oder auch eine Funktion sich auf eine Konstante reduzieren kann, 
so folgt daraus, dafs jeder Punkt der Gruppe ein Grenzpunkt von 
ihr ist, weil er als die Grenze einer Folge mit i hnn zusammen- 
fallender Punkte angesehen werden ksuin. Folglich ist die Ge- 
samtheit der Grenzpunkte von u nicht die (in dem Formular mit 
Du bezeichnete) derivierte Klasse von w, sondern die abgeschlossen 
gemachte Klasse u (in dem Formular Cu).^) Die Definitionen 
der Klassen Du und Cu werden in dem Formular, Teil V, § 5, 
prop. 1 und § 7, prop. 1 gegeben. 

1) Das Intervall von p bis q wird mit dem Symbol p*-^q bezeichnet. 

2) Das italienische Wort cluuso entspricht dem ferme, ahgescMossen, 
G. Cantor^s und dem parfait Jordan's; das perfect Cantor^s hat eine 
andere Bedeutmig. 
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Nachdem wir gesehen haben, dafs der Begriff der oberen 
(oder unteren) Grenze einer Elasse an sich einfacher als derjenige 
der Grenze ist, welcher eine Funktion zustrebt, wollen wir jetzt 
untersuchen, welche Vereinfachungen die Substitution des ersten 
Begriffs an Stelle des zweiten bei gewissen Fragen der Analysis 
herbeifahrt. 

Man definiert gewöhnlich die Länge eines Kurvenbogens als 
die Grenze, welcher die Länge eines eingeschriebenen Polygons 
zustrebt, wenn seine Seiten unbegrenzt abnehmen. Diese Definition 
setzt den Beweis voraus, dafs unter gewissen Bedingungen eine 
solche Grenze existiert^ und der Beweis ist lang. Auch noch eine 
andere Schwierigkeit findet sich in dem Buche Jordan's, die wir 
zeigen wollen. Die Länge des dem Bogen eingeschriebenen Polygons 
ist abhängig von der Art, wie der Bogen zerlegt wird, d. h. eine Punk- 
tion der Werte ^i; ^2? * • *? ^»' ^^® ^^^ ^^^ unabhängigen Variabelen 
zulegt, und diese Variabelen ^, . . ., ^n variieren auch der Anzahl 
nach, die unbegrenzt wächst. Nun definiert der Verfasser auf 
S. 8 nur die Grenze „d'une suite illimitee de valeurs a?!, . . ., a?», . . .", 
d. h. einer qfN; mit anderen Worten Xn ist eine Gröfse, die von 
der ganzen positiven Zahl n abhängt; nicht definiert wird aber 
die Grenze einer Gröfse, welche von der Art abhängt, wie ein 
Litervall zerlegt wird. Diese Lücke läfst sich jedoch ausfüllen, 
wenn man die richtige Definition benutzt^). 

AJle diese Schwierigkeiten lassen sich vermeiden, wenn man 
die folgende Definition zu Grande legt (siehe unsere Applicazioni 
geometriche del Calcolo, 1887, S. 162): 

„Länge eines Bogens heifst die obere Grenze der Längen der 
ihm eingeschriebenen Polygone.^^ 

Daraus folgt, dafs jeder Bogen nach Theorem 2 eine end- 
liche oder unendlich groläe Länge hat, ohne dafs man weitere 
Beweise nötig hätte. Man beachte die Leichtigkeit, mit welcher 
man die Formeln für die Bogen erhält, und die Analogie oder 
vielmehr das Zusammenfallen dieser Definition mit dem Postulat 2 
des Archimedes (von dem Kreis und dem Cylinder). 



Wir gehen schliefslich zur Definition des Integrals über. Es 
sei fx eine in dem ganzen Intervall von a bis h definierte Funk- 
tion, die eine endliche obere und untere Grenze hat, d. h.: 



1) D'Arcais, Calcolo infinitesimale, Bd. 11, S. 8, 1894. 

Genocchi-Feano, Diff.- u. Integral-Becbnong. 24 
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Man betrachte die Summen 

8'==^(Xr+i — X'r) Vf(Xr^Xr+l), 
Si =^(Xr+l — Xr) lj(Xr^Xr+i), 

in welchen Xq = a^ a?i, OJg, ... Xn—ij Xn = h die Teilpunkte des 
gegebenen Intervalls sind; 8' ist die Summe der Produkte der 
Ausdehnung der Teilintervalle mit den oberen Grenzen der Werte 
der Funktion in ihnen. In der Summe 8^ dagegen treten statt 
der oberen die unteren Grenzen auf. 

JDarhoux und Ascoli beweisen beide, dafs sowohl 8' wie S^ 
bei der Annäherung der Teilintervalle an Null einer bestinmiten 
Grenze zustreben, und dafs die gegebene Funktion, wenn die 
Grenze, welcher Ä" zustrebt, mit der Grenze von /S^ zusammenfällt, 
integrierbar ist. 

Wir halten es für einfacher, diesem Theorem die Gestalt 
zu geben: 

„Wenn die untere Grenze der Werte von 8' der oberen 
Grenze der Werte von 8^ gleich konmit, so ist die Funktion 
integrierbar." 

In der Abhandlung „ÄWr integrahilitä delle fimzioni (Atti 
della B. Accademia di Torino, 1883) haben wir einen direkten 
Beweis dieses Satzes gegeben. In dem YorstehendiBn wurde eine 
Funktion integrierbar im Sinne Biemarm*^ genannt (Werke, S, 226). 
Man könnte aber, wie uns scheint, eine noch gröfsere Verein- 
fachung erzielen, wenn man auch die Definition des Integrals 
modificierte; in den Leziom di Andlisi infinitesimale geben wir die 
folgenden Definitionen: 

h 

^yDas obere Integral i ff(x)dx\ nennen wir die untere Grenze 

a 

b 

der Werte von 8\ das imtere Integral l ff(x) dxj die obere Grenze 

a 

der Werte von Ä^. Wenn das obere Integral mit dem unteren 
zusammenfällt, so heiTst die Funktion integrierbar und ihr gemein- 



schaftlicher Wert ist rf(x)dx,^^ 



Auf diese Weise ist der Wert, dem eine Funktion zustrebt, 
in der Definition des Integrals durch die oberen und unteren 
Grenzen der Klassen vollkommen festgestellt. 



Anhang Y. 



Die komplexen Zalilen. 

(Aus Peano, Lezioni di Änalisi infinitesimcHe, 1893 Eap. 6.) 

§ 1. Der Komplex von n reellen Zahlen a?^, o;,, . . .> ^n lieifst 
komplexe ZaM von der n*®^ Ordmrng^ zur Abkürzung q«. Eine kom- 
plexe Zahl wird auch mit einem einzigen Buchstaben bezeichnet; 
um anzugeben, dafs x der Komplex der Zahlen 

ist, schreiben vdr 

Die Zahlen o;^, a;^, . . ., ^n heiTsen die Elemente oder Koordi- 
naten des Komplexes x. 

Zwei Komplexe rr = (a?i, aj^, . . ., Xn) und y = (y^, y^, . . ., y„) 
heiTsen gleich^ wenn ihre Elemente bezüglich gleich sind: 

(1) aj = 2^ . = . Ä?! = ^1 . rra = ^3 . . . a?n == y*. 

Die Summe zweier Komplexe ist der Komplex, der zu Ele- 
menten die Summen der Elemente der gegebenen Komplexe hat: 

Analog wird die Differenz definiert: 

(3) (Ä;i,a:^,...,aJ„) — (yi,2^2,...,yn) = (a?i— ^i,«?» — y8,-..,a;n— yn). 

Unter dem Produkt einer reellen Zahl a und eines Kom- 
plexes X versteht man den Komplex, dessen Elemente die mit a 
multiplizierten Elemente von x sind: 

(4) ^(%i ^2J • • •) ^«) = (*^n ^? • • •? ^^»«)- 

Unter den Komplexen kommt auch derjenige in Betracht, 
dessen sämtliche Elemente Null sind, und der mit bezeichnet wird: 

(5) = (0, 0, . . ., 0). 

24* 
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Setzt man 

i, = (1, 0, 0, . . ., 0), f, — (0, 1, 0, . . ., 0), . . ., 

in = (0, 0, . . ., 0, 1), 

so l&fst sich ein beliebiger Komplex durch seine Koordinaten aus- 
drftcken: 

(6) (a?i, Xg, . . ., Xn) = %»i + a'a«» H h ^nin- 

§ 2. Die vorstehenden Yereinbamngen sind dnrchaus einfach 
und natürlich; die Operationen mit den q«, besitzen die Eigen- 
schaften der analogen Operationen mit den q. So bestehen z. B. 
die Beziehungen: 

^.+ y«q« 

flj + y = y + ^ 

(« + y) + ^ = ^ + (y + ^) = « + ^ + ^ 

X — X = 

axsqn 

«(« + y) = «a? + «y 
(a + h)x =^ ax -\- hx 
a(bx) = {ab)x. 

Wir sind nun zunächst vor die Frage gestellt, wie das Pro- 
dukt zweier oder mehrerer komplexer Zahlen zu definieren sei; die 
Frage ist schwer zu beantworten, wir wollen uns nicht mit ihr 
beschäftigen und nur bemerken, dafs die einzelnen Autoren, von 
verschiedenen Gesichtspunkten ausgehend, auch zu verschiedenen 
Multiplikationsarten gekommen sind. Diese haben alle die Distri- 
butionseigenschaffc in Bezug auf die Addition gemeinschaftlich, die 
durch die Formeln 

(x -^ y)z ^= xe -\^ y0 

x(y + z) = xy+xz 
ausgedrückt wird. 

Wenn daher die Komplexe durch die Koordinaten 

X = X^ii + X^i^ + • 1- Xnin^ 

y = yih + y2h-{ h ynu 

ausgedrückt werden, so erhält man bei der Ausführung der Multi- 
plikation verschiedene Glieder von der Form Xrygirh] die Frage 
reduciert sich daher darauf, wie man die Produkte v^« zn defi- 
nieren habe, und in dieser Definition weichen die Autoren von 



Anhang Y. Die komplexen Zahlen. 373 

einander ab. So kann man z. B. das Produkt von n komplexen 
Zahlen von der n^°^ Ordnung die Determinante nennen, welche 
aus den Elementen dieser Komplexe gebildet wird; die Distribu- 
tionseigenschaft 

(x -\^ y) 0t , , . u = xzt . . . w + yet , , , u . 

druckt eine bekannte Eigenschaft der Determinanten aus. 

§ 3. Unter dem Modtd einer komplexen Zahl x oder ab- 
gekürzt mod X oder mx versteht man die Quadratwurzel aus der 
Summe der Quadrate der Elemente von x: 

(1) mod (iCi, ÄJg, . . ., Xn) = ya?i* + ^»2* H h ^«*- 

Der Modul ist eine positive Zahl und verschwindet nur, 
wenn die komplexe Zahl Null wird. 

Der Modul der Sunune ist nicht gröfser, als die Summe der 
Moduli: 

(2) X, yeqn . • m (o? + ^) ^ ma; + my. 
Denn es ist, v^e man aus der Algebra weiTs, 

(V + V + -- + ^n^)(yi' + 2^2' + --+ynO 

zieht man nun die Quadratwurzeln aus, so erhält man 

mod X mod y ^ x^^y^ + x^y^ -| 1- Xnyn 

und, wenn man mit 2 multipliziert und den Ausdruck 

(mxY + (myy = (a^« + a^« + . . . + «,,») + (y^i + y,» + . . . + y,«) 

addiert: 
(mx + myy ^ (x^ -f y^f + (x^ + ^a)^ H h (^n + y»)l 

Nimmt man schliefslich auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so 
erhält man die Formel, die zu beweisen war. 
Offenbar gilt auch 

acq . ajeq« . • mod (ax) = (mod a) (mod x). 

§ 4. Eine komplexe Zahl von der n*®^ Ordnung dient zur 
Bestimmung eines Dinges, das von n Koordinaten abhängt. So 
wird z. B. die Lage eines Punktes im Eaum von einem System 
von drei Koordinaten oder einem q^ bestimmt. Ninmit man 
rechtwinklige Axen, so stellt der Komplex (O, 0, 0) den Koor- 
dinatenanfang dar; der Modul des Komplexes (x^ y, 0)^ d. h. 

yx^ + y* + ^* ist der Abstand des Koordinatenanfangs von dem 
Punkt, dessen Koordinaten (rr, y, 0) sind. Der Abstand zweier 
durch die Komplexe a = (a;, y, 0) und «'= (x\ /, /) dargestellten 
Punkte ist mod(a — a'). 
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Man beachte, dafs ein Punkt nicht etwa ein Komplex dritter 
Ordnung, d. h. ein q3 ist; zwischen den Punkten und diesen Kom- 
plexen kann man nur eine gegenseitige eindeutige Korrespondenz 
herstellen. Doch läTst sich, der Neigung der gewöhnlichen Sprache 
zu bildlichen Ausdrücken entsprechend, die Vereinbarung treffen, 
mit demselben Wort Punkt das eine wie das andere Ding zu be- 
zeichnen; ja man kann auch Pimkt einer Manmgfaltiglceit von n 
Dimensionen nennen, was wir eben unter einem Komplex der n*^^ 
Ordnung verstanden haben, und der Gröfse mod(a — a') den 
Namen „Abstand der beiden Punkte a und a'" geben. Wir 
werden, wenn es uns pafst, uns dieser Ausdrucke in der gewöhn- 
lichen Sprache bedienen, niemals aber in den Formeln. 

Sind zwei Punkte Ä und B im Eaum gegeben, so hängt der 
Punkt, welcher durch die Summe der Ä und B vorstellenden 
Komplexe dargestellt wird, nicht nur von der Lage dieser Punkte, 
sondern auch vom Anfangspunkt der Axen ab. 

Es giebt aber auch noch andere Systeme von Dingen, die 
sich durch komplexe Zahlen darstellen lassen und für welche sich 
die Operation des Summierens direkt definiren läfst. Solche Sy- 
steme sind z. B. die Vektoren, 

Systeme von Komplexen. 

§ 5. Wir wollen jetzt zur Betrachtung der Systeme oder 
Klassen von Komplexen (Kq^) übergehen. Stellt man die Kom- 
plexe durch Punkte dar, so bildet eine Klasse von Punkten einen 
geometrischen Ort oder eine Figur; ihre Gestalt ist durchaus be- 
liebig; die Punkte können in endlicher oder unendlich grofser 
Anzahl vorhanden sein und Linien, Flächen, Körper etc. hervor- 
bringen. So bilden die Eckpunkte eines Polyeders, die Punkte in 
den Kanten des Polyeders, die in den Seitenflächen und die Punkte 
im Innern des Polyeders ebensoviele Klassen von Punkten. 

Ist X ein q„ und nicht Null, so ist mod x oder mx ein Q. 
Es sei nun mo? =» a; diese Gleichung läfst sich auch lesen xema^ 
d. h. „rc ist ein Komplex vom Modul a". Wenn mithin a ein 
Q ist, so stellt iäa die Klasse der Komplexe vom Modul a dar 
oder die Oberfläche einer Kugel vom Eadius a, deren Centrum im 
Koordinatenanfang Hegt. 

Wir wollen der Kürze wegen mit das Intervall 0^ 1 mit 
Einschlufs der Enden bezeichnen: 

Wenn dann acQ, so stellt Qa das Intervall O^^a dar und m6a 
die Gesamtheit der Komplexe, deren Modul nicht gröfser als a ist. 
Wenn xeqn nnd afQ, so stellt a; + m0a die Komplexe dar, die 
man erhält, wenn zu x ein Komplex von einem Modul hinzugefügt 
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wird, der kleiner als a oder gleich a ist, oder die Gesamtheit der 
Komplexe, die von x sich nm einen Modul unterscheiden, der nicht 
gröfser als a ist, oder, wie wir in der Begel sagen werden, die 
Kugel vom Centrmn x wnd dem Badius a. Eine Kugel mit dem 
Centrum x heifst auch eine UmgeJywng von x. 

§ 6. Ist w eine Kq», so sagen wir, sie sei begrenzt^ wenn 
der Modul der Zahlen des Systems u keine beliebig grofsen Werte 
annimmt; d. h. wenn Tmt^fQ. Jede begrenzte Erlasse u ist in der 
Kugel vom Eadius Vm.u^ deren Centrum im Koordinatenanfang 
liegt, eingeschlossen. 

Begrenzte Klassen sind alle diejenigen, welche von einer end- 
lichen Anzahl von Punkten gebildet werden. Der Kireisumfang, 
die Ellipse, der Kreis, die Oberfläche der Kugel, die Kugel etc. sind 
ebenfalls begrenzte Klassen von Punkten. Die Gerade, die Ebene, der 
ebene Winkel, der körperliche Winkel, die Spirale des Archimedes etc. 
sind unbegrenzte Klassen. 

Es sei u eine Kq« und x ein q«. Der Ausdruck u — x 
stellt die q» dar, die man durch Subtraktion des x von jedem u 
erhalt. Die untere Grenze der Moduln von u — oj, d. h. \Tai(u — x\ 
heilst manchmal der Abstcmd des x von der Klasse u. Die Kom- 
plexe a?, für welche dieser Abstand Null ist, bilden eine Klasse, 
die wir Cu nennen wollen. 

Wenn man also sagt, x sei ein Punkt von Cu^ so bedeutet 
dies, die untere Grenze der Abstände des x von den verschiedenen 
Punkten von u sei Null: 

(1) xsCu , = . l^m (u — x) = 0. 

Zahlen der Klasse Cu sind alle Individuen der Klasse u, 
weil für sie der kleinste Modul der Differenz u — x Null ist: 

(2) u Cu. 

Femer gehören zur Blasse Cu diejenigen Punkte, welche 
zwar nicht Punkte von t», aber so beschaffen sind, dafs in jeder 
ihrer Umgebungen Punkte von u in notwendigerweise unendlich 
grofser Anzahl existieren. 

Wenn die Blasse u eine endliche Anzahl von Punkten ent- 
hält, so fällt Cu mit u zusammen. 

Ist die Klasse u ein Intervall a h mit Ausschlufs der 
Enden, so ist Cu das Intervall a^h mit Einschlufs der Enden. 

Ist die Klasse u die Gesamtheit der Punkte im Innern einer 
Kugel, so ist Cu die Gesamtheit der Punkte im Innern und auf 
der Oberfläche der Kugel. 

Wenn u die Klasse der rationalen Zahlen ist, so stellt Cu 
die reellen Zahlen dar. 

Ist u eine Klasse reeller Zahlen, so ist die obere Grenze 
der w, wenn sie endlich ist, ein Punkt von Cu. 
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Dasselbe gilt yon der unteren Grenze. 

Es sei eine Klasse u gegeben and man habe daraus die 
Cu abgeleitet. Verfährt man nun mit ihr auf dieselbe Art, so 
erhält man die (7(7u; diese neue Klasse fällt aber mit der früheren 
zusammen, oder: 

(3) usKqn . • CCu = Cu. 

Denn, wenn xe CCu^ und man setzt nach Belieben eine posi- 
tive Zahl 2h fest, so existieren Punkte von Cu^ deren Abstand 
von X kleiner als h ist; ist nun y ein solcher Punkt, so existieren, 
weil y ein Punkt von Cu ist, Punkte von w, die von y um. 
weniger als h abstehen. 

Mithin giebt es Punkte von m, deren Abstand von x kleiner 
als die beliebig kleine Gröise 2h ist. Die untere Grenze der Ab- 
stände des X von den Punkten der u ist daher Null, oder x ist 
ein Punkt von Cw^ also: 

xsCCu . . xsCu^ 

wof&r man auch schreiben kann: 
(a) CCuqCu. 

Auf der anderen Seite erhält man, wenn u in (2) durch Cu 
ersetzt wird: 



(b) 



CuoCCu] 



aus (a) und (b) ergiebt sich die Behauptung. 

Eine Klasse u heilst geschlossen^ wenn sie mit Cu zusammen- 
fällt, oder wenn Cu = u ist. Aus dem eben bewiesenen Satz 
ergiebt sich: wenn eine beliebige Ellasse u gegeben wird, so ist 
die Klasse Cu geschlossen, weil CCu = Cu. Aus diesem Grund 
kann man auch statt Klasse Cu sagen: die geschlossen gemachte 
Klasse u. _ 

Das Intervall 0, die Kugel x + m0Ä, etc. sind geschlossene 
Klassen. 

§ 7. Es seien u und v zwei Kq« und man deuke sich die 
Klasse u^v^ die aus den Punkten gebildet ist, welche wenigstens 
einer der beiden Klassen angehören. Nimmt man einen beliebigen 
Punkt x^ so ist der Abstand zwischen x und u^v der kleinste der 
Abstände zwischen x und u und zwischen x und t;, oder: 

w, t^fKq« . a?€qn . Q . l^m [(wwt;) — rc] = 

= min [l^m {u — a;), l^m (v — o?)]. 

Wenn mithin der Abstand zwischen x und u\jv Null ist, 
d. h. wenn xeC(uyjv)^ so muTs wenigstens einer der beiden Ab- 
stände zwischen x und u und zwischen x und v Null sein, d. h. 
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X ist entweder ein Cu oder xsCv^ und umgekehrt: wenn einer 
dieser Abstände Null ist, so muTs es auch der Abstand zwischen 
X und u^v sein, oder: 

(1) w, vcKq« . . C(u^v) = Cur^Cv, 

Es giebt noch andere Sätze über die Klassen Cu, die wir 
hier aber ohne Beweis bringen, weil sie in der Folge nicht vor- 
kommen. 

Es seien u und v Klassen von q». Wenn u in v enthalten 
ist, so muTs auch Cu in Cv enthalten sein: 

(2) uQv . • CuqCv, 

Die Klasse C(u^t;), d. h. der geschlossen gemachte, den 
beiden Klassen u und v gemeinschaftliche, Teil ist in dem Teil 
enthalten; welcher den geschlossen gemachten Klassen u und v 
gemeinschaftlich ist: 

(3) C{ur^v) {Cu) n {Cv). 

Sind endlich die Klassen u und v geschlossen, so kann man 
statt des Zeichens Q auch = lesen. 

§ 8. Es kommt vor, dafs man, wenn eine Klasse u gegeben 
ist, Punkte x von der Beschaffenheit zu betrachten hat, dafs der 
Abstand zwischen x und den anderen Punkten der Figur u, d. h. 
den von x yerschiedenen Punkten der Figur u Null ist. Diese 
Punkte bilden eine Klasse, welche die JDerivierte von u heifst und 
mit Du bezeichnet wird. 

Wir wollen fär den Augenblick i (^og) anstatt des gleich 
schreiben, ix bedeute also gleich x und f^ix verschieden von x\ 
doch beachte man, dafs das Zeichen = nicht gleichbedeutend mit 
i ist, sondern mit et. 

Die Klasse Du läfst sich dann so definieren: 

(1) xbDu . = . l^m [{u*^i(c) — rr] = 0. 

Die Klassen Cu und Du sind zwar begrifflich y erschieden, 
aber durch Beziehungen miteinander verbunden. Wenn x ein Punkt 
von Cu ist, aber nicht von w, alsdann ist Uf^ix = u (die von x 
verschiedenen u sind die sämtlichen ti); mithin ist dieser Punkt 
ein Punkt von Du: 

(a) {Cu)r>^uoDu, 

Umgekehrt ist jeder Punkt von Du ein Punkt von Cu: 

(b) DuqCu, 

Aus (a) und (b) sowie aus (2) in § 6 ergiebt sich 

(2) Cu = u^jDu, 
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d. h. die Klasse Cu ist das ans der Klasse u und ihrer Derivierten 
gebildete Ganze. 

W&hrend die Klasse Cu die u enthält, braucht Dt« die u 
nicht immer zu enthalten; ist es aber der Fall, ist also uqDi^ 
so muls Cu = Du sein, d. h. die geschlossen gemachte Klasse u 
und die derivierte Erlasse müssen alsdann zusammenfallen. Es 
kann aber yorkommen, daTs Punkte von u existieren, welche 
der deriyierten Klasse nicht angehören; dies sind solche Punkte 
Yon t«, in deren Umgebung andere Punkte von u nicht existieren. 
Solche Punkte w^Dw heilsen isolierte Punkte von u. Die Klasse 
Cu ist dann identisch mit der Derivierten von u, d. h. Du^ wenn 
man zu der letzteren die isolierten Punkte von u hinzufügt. 

Die deiivierten Klassen besitzen bemerkenswerte Eigenschaften, 
von denen wir die beiden folgenden anführen: 

(3) JDDuoDu, 

(4) I)(u^v) = Bu^Bv. 

§ 9. Wir haben auch Klassen von Klassen komplexer Zahlen 
KKqn zu betrachten, d. h. Systeme von Gruppen von Punkten. 
Jeder der Ausdrücke „begrenzte Klasse^^, „geschlossene Klasse^^, 
„die den Punkt x enthaltende Klasse", „Kugel", etc. stellt eine 
KKq» vor. Oft wird eine KKq» durch eine Eigenschaft bestimmt, 
z. B. durch die Eigenschaft „begrenzt zu sein", „geschlossen zu 
sein", „ir zu enthalten", „die Gestalt einer Kugel zu haben", etc. 
und in der gewöhnlichen Sprache ist es vielleicht bequemer von 
„Eigenschaften der Klassen der q,»" zu sprechen, als von „Klassen 
von Klassen der qn". Es sei u eine KKqn, d. h. eine Eigenschaft 
der Punktmengen. Wir wollen diese Eigenschaft distributiv nennen 
und M£(KKqn)distrib. schreiben, falls jedesmal, wenn die S\Mfnme 
zweier Mengen c und c , d, h, c^e' die Eigenschaft u hat, wenig- 
stens die eine von Urnen dieselbe Eigenschaft besitzt u/nd falls um- 
gekehrt, wenn die eine der Mengen c und c die Eigenschaft u hcd, 
auch ihre Summe c^c diese Eigenschaft besitzt. 

Nimmt man also an iee(KKqn)distrib., so erhält man nach 
der Definition: 

(l) c^CBU . = . {cbu)^(c'bu). 

So ist z. B. die Eigenschaft einer Klasse, unbegrenzt zu sein, 
eine distributive; denn, zerlegt man eine unbegrenzte Klasse in 
Teile, so ist wenigstens der eine von ihnen auch unbegrenzt, und 
umgekehrt, wenn einer der Teile unbegrenzt ist, so mufs es auch 
die ganze Klasse sein. 

Man habe im Baum eine Gesamtheit s von Punkten in un- 
endlich grofser Anzahl. Wenn dann eine Menge c gegeben ist, 



i 
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so kann sie eine endliche Anzahl oder eine unendlich grofse von 
Punkten des Systems s enthalten. Die Eigenschaft: „Die Menge c 
enthält unendlich viele Punkte des Systems 8^*^ ist eine distributive; 
denn, wenn c unendlich viele Punkte von 8 enthält und man es 
in Teile zerlegt, so mufs wenigstens einer von ihnen unendlich 
viele Punkte des Systems enthalten; und umgekehrt, wenn einer 
der Teile unendlich viele Punkte enthält, so muTs dasselbe auch 
für die ganze Menge gelten. 

§ 10. Die Eigenschaft (l) ist äquivalent mit den beiden 
folgenden (2) und (3) zusanunengenonmien: 

(2) c^c'eu . . (ceu)sj(c'6u)^ 

(3) (c€w)u(c'fw) . . cuc'ew. 

Die Eigenschaft (3) läfst sich in zwei zerlegen, von denen 
die eine 

(4) ceu , . cyjc'su 

lautet und die andere gefanden wird, wenn man in (4) c mit c' 
vertauscht; diese letztere drückt daher dasselbe aus wie (4). 

Ist femer c eine Klasse, so stellt c^c' eine beliebige Klasse vor, 
die c enthält; der Formel (4) kann man daher auch die Gestalt geben 

(5) CSU . cQc' . . c'eu. 

Mithin läfst sich der Satz (l), welcher die distributiven 
Eigenschaften charakterisiert, durch die Sätze (2) und (5) zu- 
sammengenommen ersetzen; also: 

Man sagt, u sei eine distributive Eigenschaft von Punktmengen, 
wenn hei der Zerlegimg einer Menge, welche die Eigenschaft u he- 
sitzt^ wenigstens einer dieser Teile di^ Eigenschaft u hat und wenn 
aufserdem jede Menge, welchß eine Menge enthalt, die diese Eigen- 
schaft besitzt, dieselbe Eigenschaft hat 

Man pflegt auch die durch das Zeichen A dargestellte Klasse 
Null als eine Klasse anzusehen. Wenn u eine distributive Eigen- 
schaft ist, und wenn die Menge A cLie Eigenschaft u hat, d. h. 
wenn A***? ^^^ naan substituiert in (4) an Stelle des c das A> 
so ergiebt sich c'bu^ also: jede Menge hat die Eigenschaft u. 
Nun wollen wir aber offenbar von Eigenschaften sprechen, die 
nicht allen Mengen gemeinsam sind; wir müssen daher die Menge 
Null von unseren Betrachtungen ausschliefsen, d. h. annehmen: 

(6) W6(KKg„) distrib. . ^^^bu, 

§ 11. Die Einführung der etwas philosophischen distributiven 
Eigenschaften gestattet uns nun das folgende wichtige Theorem 
aufzustellen, das man Cantor verdankt (Mathem. Ann., Bd. 23, 

S. 454): 
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Theorem, Es sei u eine distribidive Eigenschaft der Punkt- 
menge tmd s eine begrenzte Menge, welche die Eigenschaft u hai, 
alsdann existiert ein Funkt x der geschlossen gemachten Menge s 
von der Beschaffenheit, dafs jede Kugel vom Centrum x die Eigen- 
Schaft u hat: 

M€(KKqn)distrib. seu . TniÄeQ . .•. 

xbCs iJcbQ . Qk . X -{- mQJcsu : <^ = xA- 

Der Beweis wird so geführt: 

Wir wollen annehmen, die qn seien von der dritten Ordnung 
(o?, y, 0) und wollen sie durch Punkte dai*stellen. Da die Klasse s 
begrenzt ist, so sind die Koordinaten der Punkte von s zwischen 
endlichen Grenzen enthalten; es sei (a^a\ h^l>\ c^c') ein 
Parallelepipedon, welches die Klasse s umschliefst. Man halbiere 
die Kanten des Parallelepipedons und lege durch die Teilungs- 
punkte den Seitenflächen parallele Ebenen. Dadurch wird das 
Parallelepipedon in 2* solche Figuren geteilt und die gegebene 
Menge in die gleiche Anzahl von Teilen oder in weniger als 
8 Teile zerlegt (die Anzahl ist kleiner, wenn irgend eines der 
Teilparallelepipeda einen Punkt von s nicht entliält). In Folge 
der gemachten Hypothesen mufs einer dieser Teile die Eigen- 
schaft u besitzen. Die Teilmenge von 5, welche die Eigen- 
schaft u hat, möge in dem Parallelepipedon (c^*-* %', h^^ h^^ c^^ c^) 
enthalten sein. Alsdann ist 

«1 ^ ö, &i ^ &, ^1^^; %'^^^ V^^'j V^^' 
und 

Man verfahre mit der so erhaltenen Menge auf dieselbe Art 
wie mit der gegebenen. Man kommt zu einer neuen Menge, 
welche ebenfalls diese Eigenschaft u besitzt und in welcher die 
Koordinaten der Punkte zwischen «a, «2'; &2, Vi ^2? ^ liegen; u. s.w. 

Die Gröfsen a, a^, o^, ... nehmen, wenn sie sich ändern, zu, 
die Gröfsen a', %', Og', . . . dagegen nehmen ab und, weil die 
Differenzen a' — a, %' — o^, Og' — flg, ... beliebig klein werden, 
so konvergieren die a und a' gegen eine gemeinsame Grenze Xq\ 
ebenso konvergieren die Gröfsen 5, \^ feg? • • • ^^^ ^'» ^1» V? • • • 
gegen die nämliche Grenze y^ und die c, c^, c^, . . . und c\ c^^ c^', ... 
gegen Zq, Wir behaupten: der Punkt P mit den Koordinaten «Jq? ^o» ^0 
besitzt die angegebene Eigenschaft. Denn: man setze Ic willkürlich 
fest und bestimme n so grofs, dafs alle Punkte, deren Koordinaten 
zwischen a„, a„'; &«, 5/; c„, c„' liegen, von P um weniger als h 
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abstehen (dazu braucht man n nur derart zu nehmen, dafs die 
Differenzen aj^— -a«, an—x^-^ y^ — &«; K — ^o» ^o "" ^n? ^«' — ^o? 
die Null zur Grenze haben, kleiner als A;/3 sind). Alsdann ent< 
hält die Eugel mit dem Centrum (xq^ y^^ Zq) und dem Radius Je 
den Teil von 5, der in dem Parallelepipedon {an*^an\ ^n^Wj 
Cn*~*Cn) enthalten ist. Dieses besitzt aber die Eigenschaft u. 
Mithin hat auch die Kugel die Eigenschaft u. Weil femer jede 
Eugel mit dem Centrum (xq^ ^q, jer^) Punkte des Systems s ent- 
hält, so gehört der Punkt (xq^ y^^ z^ der Cs an. 

§ 12. Wir werden oft Gelegenheit haben, das Cantor'sche 
Theorem anzuwenden; for jetzt beschränken wir uns auf ein 
Beispiel. 

Es sei s eine Klasse unendlich vieler Punkte; sie sei be- 
grenzt, d. h. l'm^eQ. Die Eigenschaft, dafs die Menge c unendlich 
viele Punkte von s enthält, ist alsdann eine distributive; die ge- 
gebene Menge s hat nach der Voraussetzung die Eigenschaft, 
unendlich viele Punkte zu enthalten und begrenzt zu sein; daher 
muTs wenigstens ein Punkt von solcher Beschaffenheit existieren, 
dafjs in jeder seiner Umigebungen unendlich viele Punkte des 
Sjstemes s existieren. Mit anderen Worten: Es existiert immer 
das derivierte System einer Klasse 5, wem*, diese u/nendUch viele 
Bmkte enthält tmd begrenzt ist. Oder: Wenn ein System von im- 
endlich vielen Punkten keine derivierte Klasse hat, so ist das System 
v/nbegrenzt, Oder auch: In emem begrenzten System tmendUch 
vieler Punkte kann der Abstand zweier Punkte bei dem Variieren 
derselben beUebig Mein werden. 

§ 13. In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir 
einige Umformungen des Cantor'schen Theorems vornehmen, von 
denen wir jedoch später keinen Gebrauch machen werden. 

Es können Eigenschaften u der Punktmengen (ueKKqn) vor- 
kommen, welche nur die erste der Bedingungen der distributiven 
Eigenschaften, § 10, (2), erfüllen, nämlich 

c^c'su . . (ceu)^(c'su), 

d. h.: wenn die Gesamtmenge c\jc^ die Eigenschaft u hat, so hat 
wenigstens einer ihrer Teile c oder c' die Eigenschaft u. Eine 
solche Eigenschaft u kann man hoUhdistributiv nennen. 

Alsdann ist die Eigenschaft: „die Menge c enthält eine 
Menge, welche die Eigenschaft u hat", distributiv und der Cantor- 
sche Satz wird: 

Wemi u eme halbdistributive Eigenschaft der Punktmengen ist 
i/md werm eine begrenzte Klasse s die Eigenschaft u besitzt, alsdann 
existiert ein Punkt x der geschlossen gemachten Menge derart, dafs 
jede Kugel mü dem Centrum x Mengen enthält, welche die Eigen- 
schaft u haben. 
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Es sei z. B. f ein q/qn, d* b. f sei eine reelle Funktion von 
n reellen Yariabelen; man setze der Einfachheit wegen n = 3 
voraus; es möge also /"(o?, y, e) eine reelle Funktion der drei 
reellen Yariabelen x^ y^ e sein, l sei ferner die endliche oder 
unendlich grofse obere Grenze der Werte von /*, wenn das Tripel 
(a?, y, z) derart variiert, daÜB der Punkt, welcher diese Koordinaten 
hat, eine gewisse Figur c beschreibt. Alsdann ist folgende Eigen- 
schaft halbdistributiv: 

„? ist die obere Grenze der Werte, welche /*(a?, y, g) annimmt, 
wenn der Punkt {po^ y^ z) in der Menge c variiert." 

Denn, zerlegt man c in zwei Teile c und c\ so ist in einem 
von diesen die obere Grenze der Werte von f wieder l. Also 
giebt es einen Punkt (a?^, y^, z^ der geschlossen gemachten Menge 
s von der Beschaffenheit, dafs jede Kugel mit dem Centrum 
(^01 ^0» ^o) Mengen enthält, die Teile von s sind und in denen 
die obere Grenze der Funktion f wieder l ist: 

5€Kqn . l'mscQ . fiCiis . .'. XqbCs : JceQ . 0* 

17(5- (a^o + mGA;)) = Vf(s) : - = ,,A. 

f sei femer eine kontinuierliche oder diskontinuierliche in 
einem Intervall definierte reelle Funktion. Wir wollen sagen: 
„die Funktion f wechsele an den Enden des Intervalls a^h das 
Vorzeichen" statt „/"(a) X f(h) ^ 0", d. h. also anstatt zu sagen: 
„die Werte f(a) und f(b) hätten entweder verschiedene Yorzeichen 
oder einer von ihnen sei NuU". Alsdann ist die Eigenschaft: „die 
Funktion f wechselt das Yorzeichen an den Enden des Intervalls 
a*^5", eine halbdistributive Eigenschaft des Intervalls, weil bei der 
Zerlegung des letzteren in zwei Teile a^c und c'~'&, wenn 
f{a) X f(b) ^ ist, entweder f(a) X f{c) < oder f(c) X f(h) ^ 
sein muTs. Wenn daher die Funktion f(x) an den Enden des 
Intervalls a^l) das Yorzeichen ändert, so läfst sich ein Punkt Xq 
dieses Intervalls in der Art finden, dafs sich in jeder seiner Um- 
gebungen immer Intervalle bestimmen lassen, an deren Enden die 
Funktion das Yorzeichen wechselt. Wenn die f{Qc) kontinuierlich 
ist, so wird f{x^ = 0. 

§ 14. Manchmal kommen Eigenschaften vor, welche die 
Negationen der distributiven Eigenschaften sind. Eine solche 
Eigenschaft heifst antidistributiv. Es sei u eine antidistributive 
Eigenschaft. Alsdann ist das Nichtvorhandensein der Eigenschaft 
u eine distributive Eigenschaft der Klasse c; man erhält mithin 
durch Substitution in die Definitionsformel (l) in § 9 

oder, wenn man beide Seiten negativ nimmt, 
(2) c^c'eu . = . CSU . CSU. 
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Die Behcmjßtfu/ng , u sei eine antidistrilmtive Eigenschaft, ist 
gleichbedeutend rmt der BehaupUmg, dafs, wenn eine Metige c^c 
die Eigenschaft u habe, jeder ihrer Teüe c wnd c dieselbe Eigen- 
schaft besitze, tmd umgekehrt, wenn zwei Teilmengen c und c' die 
Eigenschaft u besitzen, dafs dann auch ihre G-esamfheit die nämliche 
Eigenschaft hätte. 

Zum Beispiel: Weil das Unbegrenztsein einer Klasse eine 
distributive Eigenschaft ist, so muTs das Begrenztsein einer Klasse 
eine antidistributive sein. Die Eigenschaft einer Funktion /"(«?), 
in einem Intervall a^b integrierbar zu sein, ist eine antidistri- 
butive des Intervalls. Dafs sämtliche Terme einer Eeihe von 
variabelen Gliedern in einem Intervall integrierbar sind, ist eben- 
falls eine antidistributive Eigenschaft dieses Intervalls. 

u sei eine antidistributive Eigenschaft; alsdann ist s^^eu 
eine distributive, und man erhält, wenn das Theorem Cantor's auf 
sie angevirendet wird: 

Sf^su . l'msfQ . .*. xbCs : keQ . Ojk 

X + ^Qk<^eu : f^ =xA' 

Bringt man die Hypothese sau auf die rechte Seite, die 
ganze Thesis auf die linke und macht die nötigen Umformungen, 
so ergiebt sich: 

(4) l'mscQ .*. xsCs . Qx *• keQ . x -f- mQksu. '^=kA -'• • ssu. 

Wenn u eine antidistributive Eigenschaft der Punktm^ngen ist 
und s eine begrenzte Punktmenge u/nd wenn sich immer, wie man 
auch einen Punkt x in der geschlossen gemachten Menge s an- 
nehmen mag, eine Kugel mit dem Centrum x bestimmen läfst, welche 
die Eigensdiaft u hM, alsdann besitzt die ganze Menge s die Eigen- 
schaft u. 

In den vorstehenden Sätzen wurde von Kugeln gesprochen, 
welche zum Centrum den Punkt x haben; es ist selbstverständlich, 
dafs man sie durch Parallelepipeda oder beliebige andere Figuren 
ersetzen kann, die den Punkt x in ihrem Innern enthalten. 

Der letzte Satz läfst sich noch umformen, wenn man die 
unendlich kleinen Mengen einfahrt. Wir wollen uns eine Vorstellung 
von einer unendlich kleinen Menge in der Art machen, dafs wir uns 
eine Menge denken, deren Punkte sehr nahe aneinander liegen, 
oder eine variabele Menge, deren sämtliche Punkte einem festen 
Punkt zustreben. Den unendlich kleinen Mengen werden wir in 
der Folge eine Beihe von Eigenschaften beilegen, die sich aus den 
Eigenschaften der endlichen Menge durch Übergang zur Grenze 
ergeben. Vor der Hand teilen wir der unendlich kleinen Menge 
in dem gewöhnlichen Eaum drei Koordinaten (a?, ^, z^ zu, die ihre 
Lage im Baum bestimmen. Was eine unendlich kleine Menge ist, 
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wird nicht definiert werden, jedoch sollen die Sätze definiert 
werden, in denen ein solcher Ausdruck vorkommt. 

Unter u eine antidistributiye Eigenschaft verstanden, wollen 
wir statt: „es läfst sich eine Umgebung des Punktes (o;, ^, z\ 
d. h. eine Kugel mit dem Centrum (x, ^, 0) bestimmen, welche 
die Eigenschaft u hat", sagen: „die unendlich kleine Menge mit 
den Koordinaten (a;, ^, 0) hat die Eigenschaft m". Alsdann erhält 
der letzte Satz die Form: 

Versteht ma/n unter u eine antidistribiUive Mgenschaft und ist 
die Menge s begrenzt und geschlossen, so besitzt, wenn jede u/nend- 
lieh Meine in s enthaltene Menge die Eigenschaft u hat, die ganze 
Menge s die Eigenschaft u. 

Die Grensen. 

§ 15. Wir wollen nunmehr Komplexe von beliebiger Ord- 
nung w, die Funktionen von Komplexen von beliebiger Ordnung n 
sind, d. h. qmfqn betrachten. Einen speziellen Fall bilden die 
q^/^q, d. h. die Komplexe von beliebiger Ordnung, welche Funk- 
tionen einer numerischen Yariabelen sind, also Systeme von tn 
reellen Funktionen einer reellen Yariabelen. Wird der Komplex 
durch einen Punkt dargestellt, so erhält man einen Punkt, dessen 
Lage im Baum von einer numerischen Yariabelen abhängt und 
welcher eine Linie beschreibt. Analog sind dann die q^fq^) qm^qs 
zu untersuchen, oder Punkte, deren Lage von zwei oder drei 
numerischen Yariabelen abhängt. Ein anderer spezieller Fall ist 
durch die qfqn gegeben, d. h. durch eine reelle Funktion von n 
reellen Yariabelen. 

Eine Funktion kann für alle Systeme von Werten der unab- 
hängigen Yariabelen gegeben sein oder auch für Systeme von 
Werten, die auf verschiedene Art beschränkt sein können. 

So ist z. B. die Funktion 

z = ax^ -f- 2bxy -|- cy^, 

worin a, b und c Konstante sind, für alle Paare von Werten ge- 
geben, die man x und y zulegen kann. Dagegen ist die Funktion 

z = y 1 — x^ — y\ 

worin unter dem Wurzelzeichen die arithmetische Wurzel aus dem 
Badikanden verstanden wird, nur filr die Paare von Werten der 
X und y definiert, welche die Bedingung 1 ^ a?^ -f- y* erfüllen. 
Sie wird durch die Punkte des Kreises dargestellt, dessen Centrum 
im Koordinatenanfang liegt und dessen Eadius 1 ist. Die Funktion 

u = — - — — 
x\ yl 



■ ■ 

l 
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wird durch die Algebra nur far Werte von x und y definiert, die 
ganze und positive Zahlen sind. 

§ 16. Es sei w ein System komplexer Zahlen von der Ord- 
nung w, und f ein qmf«*, d. h. f(x) ein Komplex von der Ordnung m, 
welcher eine Funktion des Komplexes x ist, die für alle Werte 
von X in dem System u definiert ist. Es sei femer Xq ein Punkt 
des derivierten Komplexes von w, d. h. ein Punkt, der dem u ent- 
weder angehört oder nicht, jedenfalls aber derart ist, dafs in jeder 
seiner Umgebungen unendlich viele Punkte von u existieren. Wir 
wollen die Grenze definieren, gegen die f{x) konvergiert, wenn der 
variabele Punkt jr, in dem System u variierend, gegen Xq konvergiert; 
diese Grenze bezeichnen wir mit Jjimx^u.xofi^) ^^®^ ^^^ him f(x). 

Es sei a ein q^. 

Wenn man sagt, a sei ein Gren^ptinkt von f(x) fwr ein x, 
welches, in u variierend, gegen Xq konvergiert, so heifst dies: Sind 
h wnd Je beliebig gewählte positive Zahlen wnd durchläuft x alle 
Funkte der Klasse u, die von x^ verschieden u/nd von diesem weniger 
als h entfernt sind, so giebt es u/nier den zugehörigen Werten f(x) 
immer solche, für welche m [f{x) — a] < Ä; ist. 

In Symbolen: 

(1) ueKqn . XqeDu . /"«q^f** . asqm ' -' - 

ae Lima;, M, ajo /"C^) . = : Ä, keQ . Qa,*. 

f[ur^(xQ -f- mQh) r^r^ lXq] ^ {a + mQk)f^ = ^. 

Die Definition läfst sich in die folgende uniformen: 

(2) aE Lima:, M, a^o /*(^) • = : ^«Q • Oh • 

asCf [w^ (xq -{- mQh) r^ <^ tXQ\ . 

Wenn man sagt, a sei ein Grempumkt von f(x), so heifst dies: 
wie ma/n au^ den Radius h festsetzen möge, der Ptmkt a gehört 
immer der geschlossen gemachten Klasse an, die aus den Werten 
besteht, welche f(x) annimmt, wenn x in u in der Kugel mit dem 
Centrum Xq und dem Radius h variiert, ohne jemals mit Xq zur 
sammen zu fallen. 

Aus dieser Definition ergiebt sich, dafs die Grenze einer 
Funktion f(x) bei der Annäherung des x an Xq mit /"(j^o)? ^- ^' 
mit dem Wert der f(x) für x = Xq nichts zu thun hat; denn die 
Grenze von f(x) hängt nur von den Werten der Funktion f(x) 
in den Umgebungen von Xq ab; der Variabelen x wird aber nie- 
mals der Wert Xq beigelegt. Wollte man diese Bedingung nicht 
stellen, so würde der den verschiedenen Cflw^^XQ -f- m0Ä)] — 
d. h. den geschlossen gemachten Klassen, die aus den Werten von 
f{x) gebildet sind, wenn 05 in m in der Kugel mit dem Centrum 
Xq und dem Eadius h variiert — gemeinsame Teil aus der Klasse 
\imx^u,xof(p^) bestehen, welcher der Punkt f(Xf^ hinzugefügt ist. 

Oenocchi-Peano, Diff.- n. Integral-Bechnong. 25 
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Unter den Grenzwerten einer Funktion f{x) kann auch das 
ünendlichgrofse auftreten: 

(3) Ä6Q . Oa . Imf [w^ (xq + m0Ä)] = oo . 

Mcm sagt, tmendlich sei em Grenzpunkt von f{x), falls x in u 
variierend gegen Xq konvergiert, wenn die obere Grenze der Moduli 
der Werte, welche f{x) in der Umgebung des Punktes Xq a/nnimmt, 
unendlich grofs ist. 

§ 17. Theorem /. Legt m,a/n den w, x^ u/nd f dieselbe Be- 
deutung wie zuvor bei u/nd ist v eine begrenzte Klasse von q^ 
und so beschaffen, dafs in der Umgebung von Xq die Funktion f(x) 
immer Werte annimmt, die in v enthalten sind, alsdann enthalt die 
geschlossen gemachte Klasse v bei der Annäheru/ng von x an Xq 
Grenzpunkte von f{x): 

ueKqn ' XqbDu . fsqm^u . veKqm . Tm^eQ : hsQ . Qa . 

f[ur^ (xq -f mOh) A ~ tXoi nv^=j^ : Q . [Linier, u,«o /"C^)] ^Cv^=j^. 

Die Eigenschaft: „die Menge v enthält Werte, welche f{x) 
in der Umgehung von Xq annimmt" ist eine di.stributive. Zer- 
legt man nämlich ^ in die beiden Teile v^ und v^^ so dafs 
V = v^uv^-, und hat einer von ihnen, z. B. v^^ die Eigenschaft, 
Werte zu enthalten, welche f(x) in jeder Umgebung von äJq an- 
nimmt, so kommt auch v die nämliche Eigenschaft zu, und um- 
gekehrt: wenn keine der beiden Mengen diese Eigenschaft besitzt, 
d. h. wenn man eine Kugel vom Centrum Xq und Eadius h^ derart 
bestimmen kann, dafs kein Wert, den f(x) annimmt, wenn x in 
dieser Kugel variiert, ein v^ ist, und wenn man eine andere Kugel 
mit demselben Centrum und dem Badius h^ derart bestimmen 
kann, dafs kein von der Funktion in dieser anderen Kugel an- 
genommener Wert ein v^ ist, so enthält v^^ v^ == v^ falls man 
unter h den kleineren der Badien h^ und h^ versteht, keinen der 
Werte, welche f{x) in der Kugel mit dem Centrum Xq und dem 
Badius h annimmt. Man kann daher nach dem Cantor'schfn 
Theorem wenigstens einen Punkt a von Cv derart bestimmen, 
dafs bei virillkürlich festgesetztem Badius k die Kugel mit dem 
Centrum a und dem Badius k Werte enthält, welche f(x) in jeder 
Umgebung von Xq annimmt; das heifst aber, a ist ein Grenz- 
punkt von f(x\ wenn x gegen Xq konvergiert. 

Theorem IL Wenn sich — unter Beibehaltung derselben 
Bezeichnung — eine positive Zahl k derart bestimmen läfst, dafs 
die Funktion f(x) in jeder Umgebung von Xq immer Werte an- 
nimmt, deren Modul nicht gröfser als k ist, so existieren für 
X = Xq endliche Grenzwerte von f(x). 
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usKqn . XqeDu . feqm^u »ksQ : hsQ . Qy^ . 
flur^^XQ -f- mQh)'^*^tXQ]r^mOk n^ = 7^ : q . 
q^n ^ Lima-, w, a;^ /"(a?) n^ = ^. 

Denn die Kugel vom Radius Ä, deren Centrum im Koordi- 
natenanfang liegt, ist eine begrenzte Klasse und derart, dafs die 
Funktion f(x) in der Umgebung von Xq immer Werte annimmt, 
di« in dieser Kugel enthalten sind. Nach dem vorigen Satz mufs 
diese Kugel daher Grenzpunkte von f{x) enthalten. 

Theorem HL Behalt man dieselbe Bezeichnung hei, so 
existieren immer Grenzwerte von f(x): 

usKqn . XqeJDu . fsqmfu . . Lima;, ^^ ^^^ /"(a?) '^ = A- 

Denn man kann entweder k so bestimmen, dafs die Funktion 
f(x) in der Umgebung von Xq Werte annimmt, deren Modul 
nicht gröfser als k ist — ein Fall, in welchem f(x) endliche Grenz- 
werte hat — oder f(x) ninunt in der Umgebung von Xq Werte an, 
deren Modul beliebig grofs ist — ein Fall, in welchem unendlich 
ein Grenzwert von f(x) ist. 

Theorem IV. Haben u, Xq, f die gewöhnliche Bedeutimg 
und ist V eine begrenzte Blasse von q^ u/nd läfst sich ferner ei/ne 
solche Umgebimg von Xq bestimmen, dafs alle Werte, welche f(x) in 
dieser TJmgebu/ng a/vmimmt, i/n v enthalten sind, alsda/im enthält die 
geschlossen gemachte Klasse alle Grenzwerte von f{x). 

MfKq^ . XqsDu . feqm^^ - ^f Kq^ . l'mi^cQ . heQ . 
f[ur^(xQ ■+- mQh) ~ iXqIov . • l»^TOß^,u,xofQ>c)oCv, 

Denn es sei Ä, wie wir schon in Symbolen geschrieben haben, 
ein solcher Radius der Kugel vom Centrum 0?^, dafs die Werte, 
welche f(x) annimmt, wenn x in dem in dieser Kugel ent- 
haltenen Teil der Klasse u variiert, ohne mit Xq zusammenzufallen, 
sämtlich in v enthalten sind. Alsdann mufs, weil die Klasse v 
begrenzt ist, auch die Klasse der Werte, die f(x) in der Um- 
gebung von Xq annimmt, begrenzt sein. Mithin ist 00 kein Grenz- 
wert von f(x) und alle Grenzwerte von f(x) sind endlich. Es sei 
a ein Grenzwert von f(x). Alsdann mufs der Abstand zwischen a 
und der Klasse der von f(x) angenonmienen Werte, d. h. der Klasse 

f[ur^ (xq -f" m0Ä) »^ tXo] 

null sein, um so mehr also der Abstand zwischen a und der 
Klasse ^, welche die vorstehende Klasse enthält; d. h. asCv, 

25* 
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Theorem V. Wenn der Komplex a ein Grenzwert von f(x) 
ist, so mufs ein Grenzwert von mod [f{x) — a] sein, wnd ww- 
gelcehrt; 

ae Lim f(x) . — . « Lim mod [f{x) — a]. 

Theorem VI, Wenn oo evn Grenzwert von f(x) ist, so mufs 
oo ein Grenzwert von mod f(x) sein, wnd umgekehrt: 

(X> B Lim f{x) . = . oo € Lim mod /*(a?). 

Die beiden Sätze ergeben sich ans der Definition der Grenze. 

§ 18. Die Grenzwerte von f{x) bilden bei der Annäherung 
des (T an Xq im allgemeinen eine Klasse, die, vide eben bevidesen 
wurde, immer existiert. Von Interesse ist der Fall, in dem f{po) 
einen einzigen endlichen oder unendlich grofsen Grenzwert hat. 
Um auszudrücken, daXs a dieser Grenzwert sei, wollen wir schreiben 
a = lim f{x) und lesen : a ist die Grenze von f{x\ 

Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, in welchem diese 
Grenze co ist. 

Theorem I. Benutzt man wieder die früheren Bezeichmmgen, 
so bedeutet der Ausspruch, die Funktion f{x) habe hei der An- 
näherung des X an Xq oo zum Grenzwert (d. h. das zum cdleinigen 
Grenzwert) dasselbe, wie: Wenn ma/n willMrlidi eine beliebig grofse 
positive Zahl k festsetzt, so läfst sich eine Kugel vom Centrum x^ 
und passendem Badius h derart bestimmen, dafs die von f(x) m 
dieser Kugel angenommenen Werte mit Ausnahme des Centrmns 
sämtlich einen Modul haben, der gröfser als k ist: 

usKqn ' XqeDu . fsqm^u . : : 

oo = limar,„,a:^/*(a;) . = .-. ksQ . o* : hsQ . 

mf[ur^(xQ -|- Qmh) rs n^ lXq} QA; -f" Q • ~ = aA- 

Dieser Satz ergiebt sich aus Theorem IE des vorigen Para- 
graphen, wenn man beide Seiten negativ nimmt. 

Theorem IL Behält man dieselben Bezeichmmgen bei, so 
bedeutet der Satz, f(x) habe als (einzigen) Grenzwert den endlichen 
Wert a, soviel wie: Setzt man willkürlich eine beliebig kleine positive 
Zahl k fest, so läfst sich eine Zahl ä > so bestimmen, dafs, 
wenn man dem x einen beliebigen in u enthaltenen Wert beilegt, 
der sich von Xq um eine Zahl unterscheidet, deren Modul kleiner 
als h ist, alsdann die Differenz zwischen dem entsprechenden Wert 
der Funktion f(x) und a einen Modul hat, der kleiner als k ist. 
Oder auch: Setzt man k fest, so läfst sich eine Kugel vom Cen- 
trum Xq und passendem Badius h so bestimmen, dafs für das in 
dieser Kugd variierende x die entsprechenden Werte von f(x) sämt- 
lich in der Kugel vom Cenirum a und Badius k enthalten sind. 
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weKq« . XqsDu . feqm^u . aeqm . : : 

f[ur^(xQ -\- mQh) r>u iXq] a + m0Ä; . ~ =aA- 

Denn, wenn sich, wie man auch k festsetze, eine Umgebung 
von Xq so bestimmen läfst, dafs alle Werte von f(x) in dieser 
Umgebung in der Eugel vom Centrum a und Eadius Je enthalten 
sind, so mufs die Grenze von f{x) in der Kugel vom Centrum a 
und Badius k inbegriffen sein; und da dies fär jeden beliebigen 
Kadius k gilt, so folgt, dafs a der (alleinige) Grenzwert von f(x) ist. 

Wir wollen umgekehrt annehmen, man habe k festgesetzt und 
in jeder Umgebung von Xq existierten Werte der f(x) auf serhalb 
der Kugel mit dem Centrum a und dem Eadius k. Wenn in 
jeder Umgebung von Xq die obere Grenze der Werte des Moduls 
der f(x) unendlich grofs ist, alsdann ist (X> ein weiterer Grenz- 
wert von f(x). Wenn dagegen in einer passenden Umgebung 
von Xq die obere Grenze der Moduln von f(x) einen endlichen 
Wert l hat, so nimmt die Funktion f(x) in jeder Umgebung 
von Xq Werte an, die durch Punkte dargestellt werden, welche 
aufserhalb der Kugel vom Centrum a und Badius k und inner- 
halb der Kugel liegen, deren Centrum der Koordinaten anfang 
und deren Badius l ist. Mithin existieren in dem zwischen den 
beiden Kugeloberflächen befindlichen Baumteil Grenzpunkte von 
/*(«?), die von a verschieden sind. Dies bedeutet, dafs sich, wenn 
a der alleinige Grenzwert von f(x) ist und wenn k festgesetzt 
wurde, eine Umgebung von Xq derart bestimmen läfst, dafs alle 
Werte, welche f(x) in dieser Umgebung annimmt, in der Kugel 
vom Centrum a und Badius k enthalten sind. 

Es folgt unmittelbar: 

Theorem III, Unter densdhen Voraussetzungen ist die Be- 
hauptung, oo sei die Grenze von f{x), gleichbedeutend mit: oo ist 
die Grenze des mod f{x)\ 

oo = lim f{x) . = . oo = lim mod f{x)\ 

u/nd, wen/n man sagt, der endliche Wert a sei die Grenze von f(x), 
so ist dies gleichwertig mit: ist die Grenze des mod [f(x) — a] : 

a = lim f(x) . = . = lim mod [f(x) — d], 

Theorem IV, Wemi x^, x^^ , , .^ Xn reeUe Variäbele sind, 
so ist die Angäbe, der Komplex (äJj, ir^, . . ., oj«) habe zur Grenze 
den Komplex (%, Og, . . ., a«) äquivalent mit: x^^ hai zur Grenze %, 
a?2 hat zur Grenze Og, . . ., Xn hat zur Grenze an. 

Denn, setzt man lim {x^^ ojg, . . ., aj„) = («^^02^..., a«), so 
bedeutet dies 
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(1) 
oder 



liiniiiod(iri — fli, a^ — o,, ..,, 



a«) =0 



(2)' limVCa?! — a^y + (x, — o,)^ H f- i^n — a^Y = 0. 

Wenn dies der Fall ist, so muCs jede der Differenzen Xi — o^ , 



x^ — Og 



•» 



weil sie ihrem absoluten Wert nach kleiner als der 



in Bede stehende Modul ist, gegen Null konvergieren; und um- 
gekehrt, wenn jede dieser Differenzen gegen Null konvergiert, so 
besteht die Beziehung (2); demnach geht (2) über in: 

lim (a?! — %) = Ö? li"^ (^8 — ^) = ^1 • • •» 1™ i^n — <^n) = 0; 

oder 

lim Xi = a^ , lim x^ = öfg , . • . , lim Xn = an . 

§ 19. Theorem. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs f{x) hei der Ännähenmg des x an Xq einer einzigen 
bestimmten und endlichen Grenze zustrebe, besteht darin, dafs sich 
nach willkilriicher Festsetzung einer Crröfse Ä; > eine Umgebung 
von Xq derart bestimmen lasse, dafs die Differenz zwischen zwei 
beliebigen Werten, welche f{x) in dieser Umgebung annimmt, kon- 
stant Meiner als k ist: 

usKqn ' XqeDu . fsqrn^u . .*.•. 

lim;r,tt,xo/'(aj)«qm . = : : kiQ . Ok . * . ÄeQ : a^i, x^sur^{xQ + m0Ä) 

Denn, wenn f{x) gegen eine endliche Grenze a konvergiert, 
so läfst sich nach dem vorigen Satz eine Umgebung von Xq derart 
bestimmen, dafs der Wert von f{o^ für jeden beliebigen Wert, den 
man x in dieser Umgebung beilegen kann, sich von a absolut um 
weniger als Ä/2 unterscheidet; legt man folglich dem x zwei Werte 
x^ und x^ in dieser Umgebung bei, so unterscheiden sich f{x^ und 
f(x^ von a um weniger als k/2 und voneinander mithin um 
weniger als k. 

Wenn sich umgekehrt eine Umgebung von x^ derart be- 
stinmien läfst, dafs die Differenz f{x) — /"(^i), wenn man der 
Variabelen diese beiden Werte x^ und x in der Umgebung zulegt, 
ihrem absoluten Wert nach kleiner als k ist, so folgt daraus, dafs 
f{x) in der Kugel vom Centrum x^ und Badius. k enthalten ist; 
mithin ist ihre Grenzfigur in derselben Kugel enthalten. Da man 
aber k beliebig annehmen kann, so reduziert sich diese Grenz- 
figur, die in einer Kugel mit beliebig kleinem Badius enthalten 
ist, auf einen Punkt. 

§ 20. Die Grenze lima;^y^a:o/*(^) hängt von der Beschaffenheit 
der Funktion f{x) ab, von dem Wert a?Q, gegen den man die unab- 
hängige Yariabele x konvergieren läfst, und von der Klasse u der 
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Werte, die x beigelegt werden. Setzt man an die Stelle der Klasse 
u eine andere Klasse v, so kann sich die Grenze ändern. Selbst- 
verständlich muTs Xq ein Punkt der derivierten Klasse von u wie 
von V sein und die Funktion f(x) mufs in der Klasse u wie in 
der Klasse v definiert sein; oder, nimmt man an 

w, vsKqn ' XqSJDu . XqsDv . feqm^i'i^^v)^ 
so erhält man 

uqv . . Lmia:^u,xJ(x)o'i^^x,v,xof{^)' 

Ist die Klasse u in der Klasse v enthalten, so ist jeder Gre/nz- 
wert von f(x), wenn x in u gegen Xq "konvergiert, auch em Grenz- 
wert von f(x), wenn x in v variiert. 

Folglich: Hat f(x)^ wen/n x in v variierend gegen Xq kon- 
vergiert, einen (einzigen) Grenzwert, so gilt dasselbe auch, wenn 
fix) in u variiert, u/nd die beiden Grenzwerte fällen zusammen. 

§ 21. Mit der vorigen Frage hängt die folgende zusammen: 
Es sei z = f(x^ y) eine reelle Funktion der beiden reellen 
Variabelen x und y. Legt man x einen beliebigen Wert bei, 
so wird /*(a5, y) eine Funktion von y allein, und man kann von 
ihrer Grenze för y = y^^ Limy=y^/*(ir, y) sprechen; nimmt man 
an, diese Grenze sei eine bestimmte und endliche Gröfse, so hängt 
sie von dem Wert ab, der x gegeben wurde, und man kann daher 
von ihrer Grenze bei der Annäherung von x an x^ reden, die mit 

(a) Lima:=aro Liniy =y, f{x, y) 

bezeichnet wird. Vertauscht man die Stelle der beiden Variabelen 
X und y^ so erhält man die andere Grenze 

(b) Lims,=:y, Lima:=,aro f{x, y), 

Schliefslich kann man eine Funktion zweier unabhängiger 
Variabelen f(x^ y) betrachten und das Paar (a;, y) gegen das 
Paar («Jq, ^q) konvergieren lassen; man erhält so eine dritte Grenze 

(c) Lima,=a,„,y=y,/'(a;,y). 

Wir haben schon gesehen, dafs die Grenzen (a) und (b) ver- 
schieden sein können. Man erkennt auch leicht, dafs jeder Grenz- 
wert von f(xy y\ wenn man die Grenze auf die Art (a) ermittelt, 
auch ein Grenzwert in dem Sinn (c") ist; und ebenso ist jeder 
Grenzwert in Folge der Operation (b) auch ein Grenzwert im 
Sinn (c). Wenn folglich f(x^ y) als eine Funktion zweier unab- 
hängiger Variabelen betrachtet wird und wenn sie bei der An- 
näherung von X an x^ und von y an y^ einem einzigen endlichen 
oder unendlich grofsen Grenzwert zustrebt, so ist dasselbe auch 
der Fall, wenn man zuerst bezüglich y, dann bezüglich x zur 
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Grenze übergeht oder zuerst bezüglich x und dann bezüglich ^, 
und die drei Grenzen sind gleich. 

§ 22. Es sei u eine begrenzte Eq» und f eine q^ft«. Die 
Werte der Funktion f, welche den verschiedenen Punkten von u 
entsprechen, bilden eine Klasse von q^, die mit f(u) bezeichnet 
wird und die man das Bild der Figur u nennen kann. 

Theorem L Werm u ein begrenztes System von Pu/nkten ist 
und f(x) einen Komplex von Ordnung m und eine Fwnktion der 
Pimkte X in dem System u bedeutet und wenn die Klasse f(u) wn- 
begrenzt ist, alsdann kann man einen Funkt Xq der derivierien Gruppe 
von u derart bestimmen, dafs oo einer der Grenzwerte von f(x) ist, 
falls X in u variierend gegen Xq konvergiert, 

usKqn . VmueQ . feqm^u . Vmf(u) = oo . Q : XqeDu . 

oo e Lima.,u,«o/'(^) • '^ =*oA. 

Denn zerlegt man die Menge u in zwei Teile u^ und u^^ so 
ist es gleichbedeutend, ob man sagt, f(u) sei unbegrenzt, oder ob 
man sagt, wenigstens eine der Mengen f{ui) und f(u^) sei un- 
begrenzt; d. h. die Eigenschaft „die Menge f(u) ist unbegrenzt'^ 
ist eine distributive Eigenschaft der Menge w^ und da die Menge 
u diese Eigenschaft hat und begrenzt ist, so folgt aus dem 
Cantor'schen Theorem, dafs ein Punkt Xq von Cu^ d. h. der ge- 
schlossen gemachten Menge u existiert, so dafs in jeder Um- 
gebung von Xq die Werte, welche f(j3c) anninmit, eine unbegrenzte 
Menge bilden. Folglich hat Xq in seiner Umgebung unendlich 
viele Punkte von w, oder XqeDu^ und oo ist ein Grenzwert von 
f{x\ wenn x gegen Xq konvergiert. 

Theorem IL Wenn u eine begrenzte Punktmenge und f{x) 
ein Komplex von der w*®^ Ordnu/ng und eine Funktion der Punkte 
X der Menge u ist und wenn a einen Punkt der derivierten Gruppe 
der f(u) bezeichnet, so läfst sich ein Punkt Xq von Du derart be- 
stimmen, dafs a ein Grenzwert von f(x) ist, falls x in u variierend 
gegen Xq konvergiert. 

ueKqn . VmueQ . fsq^iu . aeJDfiu) . Q : 

XqbBu . as lAm:^^u,xJ(x) . <^ =xoA. 

Denn, wenn u^ und u^ zwei Mengen sind, so hat man 

f(u^^u^) = f{u^^f{u^) 
und also 

I)f{u^^u^) = nf(u^)^JDf(u^), 
oder 

asJDfiu^^u^ . = . a6Df(u^) . u . aBl)f{u^, 

Mithin ist die Eigenschaft: „a ist ein Punkt der derivierten 
Gruppe von f{uf\ eine distributive Eigenschaft der Menge w; es 
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ist festgestellt, dafs die gegebene Menge u sie besitzt; folglich 
mufs nach dem Cantor'schen Satz ein solcher Punkt Xq von Cu 
existieren, dafs a ein Punkt der derivierten Gruppe der Werte ist, 
welche f(x) in jeder Umgebung von jTq annimmt. Xq muis daher 
ein Punkt von Du sein, und a ein Grenzwert von f(x)^ wenn x 
gegen Xq konvergiert. 

Die vorstehenden Beweise lassen sich verallgemeinem. Es 
sei c eine distributive Eigenschaft der Punktmengen. Alsdann ist 
die Eigenschaft: „die Menge f(u)^ d. h. das Bild der Menge u, 
hat die distributive Eigenschaft c" eine distributive Eigenschaft 
der Menge u. Mithin folgt, weil „eine unbegrenzte Menge zu 
sein" eine distributive Eigenschaft ist, dafs „das Bild der unbe- 
grenzten Menge u zu sein" eine distributive Eigenschaft der Menge 
u ist. Und weil die Eigenschaft, „dafs der Punkt a eine Menge 
unter den Punkten der derivierten Gruppe hat", distributiv ist, 
so schliefsen wir, dafs auch die Eigenschaft „dafs der Punkt a 
das Bild von u zum Punkt der derivierten Gruppe hat", eine 
distributive Eigenschaft der Menge u ist. 

§ 23. Es sei u eine Kq«, Xq ein Punkt von u von der Be- 
schaffenheit, dafs in seiner Umgebung unendlich viele Punkte 
von u existieren, d. h. also, es sei Xq ein Punkt von u und 
von Du. Femer möge f ein q^fw sein, d. h. ein Komplex von 
m Variabelen, welcher eine in der Menge u definierte Funktion 
von n Variabelen ist. Man sagt, f(x) sei für x ^= Xq konti- 
mtderlich^ wenn ^^x,u,xofi^) = fi<^o) ist, d. h. wenn die Grenze 
von f(x)^ wofern a;, in der Blasse u variierend, sich dem Werte 
Xq nähert, f(xQ) ist. Man sagt f(x) sei disJcofdinuierUch^ wenn es 
nicht kontinuierlich ist, d. h., wenn es bei der Annäherung des 
X an Xq nicht einer bestimmten Grenze zustrebt, oder einer bestimmten 
Grenze sich wohl nähert, die aber von f(xQ) verschieden ist. 

Wenn dagegen Xq ein Punkt von w, nicht aber von Du 
ist, oder wenn es ein Punkt von Dw, nicht aber von u ist, 
alsdann kann weder von Stetigkeit noch von Unstetigkeit die 
Bede sein. 

Eine Menge u kann mit ihrer eigenen Derivierten zusammen- 
fallen; sie heifst äaim perfekt. So sind z. B. eine Kugel XQ-\-mQh 
mit dem Centrum Xq und dem Badius Ä, ein beliebiges Polyeder, 
wenn man unter den Punkten des Polyeders sowohl die im Innern 
als die auf der Oberfläche versteht, etc. perfekte Mengen. Ein 
Intervall mit Einschlufs der Enden ist eine perfekte Menge. Eine 
geschlossene Menge ohne isolierte Punkte ist perfekt. 

Wenn u eine perfekte Menge ist, d. h., wenn Du = u ist 
und wenn feqmfu^ so sagt man, f sei in der ga/nzen Menge u 
kontmuierlich und schreibt /"«(qmfw) contin., falls f für jeden Punkt 
von u kontinuierlich ist. 
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§ 24. Theorem I. Wenn u eine begrenzte Menge vorstellt, 
f(x) einen Komplex, der eine in dieser Menge definierte Fwnktion 
von X ist, und wenn k ein^ positive Gröfse von der Beschaffenheit 
bezeichnet, dafs sich, wie mcm auch die positive Gröfse h annehmen 
möge, immer zwei Bmkte x^ wnd ajj von u bestimmen lassen, deren 
Abstand Meiner als h ist, und für welche die Differenz zwischen den 
entsprechenden Werten der Funktion f{x^ — f{x^ ihrem absoluten 
Wert nach gröfser als k wird, alsdann existiert ein Punkt Xq von 
Cu, in dessen Umgebwng sich immer zwei Werte x^ und x^ be- 
stimmen lassen, welche mod [f(x^) — /"(^a)] > ^ madien. 

waKq« . rmt^cQ . feqm^'^ • ^^Q •'• ^^Q • Oa ' 3Cii x^iu . 
m(% — ajj) < Ä . m[f{xy) — f{x^)'\ > Ä . ~ =xi,ar, A .*• : : 
XqbCu .'. hsQ . Qh •• Ä^i, X2£W^(xq + d50ä) . 

Denn die Eigenschaft der Menge c, welche durch den Satz 
ausgedrückt wird: „wie man auch die positive Gröfse h annehmen 
möge, es lassen sich zwei Punkte x^ und oUg, von denen wenig- 
stens einer der Menge c angehört und deren Abstand voneinander 
kleiner als h ist, derart bestinmien, dafs die Differenz der ent- 
sprechenden Werte von f(x) ihrem absoluten Wert nach gröfser 
als k wird", ist eine distributive Eigenschaft der Menge c. Daraus 
ergiebt sich bei Benutzung des Cantor'schen Theorems der obige Satz. 

Wenn die Funktion f(x) in der ganzen Menge u kontinuier- 
lich ist und wenn wir, damit dies einen Sinn habe, die Menge 
u als perfekt voraussetzen, d. h. u = Du^ alsdann läfst sich, 
wie man auch den Punkt Xq in u = Cu = Du annehmen möge, 
immer eine Umgebung von Xq derart bestimmen, dafs der Unter- 
schied zwischen zwei beliebigen Werten der Funktion in dieser 
Umgebung seinem absoluten Wert nach kleiner als k wird; mithin 
ist die Behauptung des vorigen Theorems nicht richtig; die Hypo- 
these kann also nicht bestehen und es ergiebt sich: 

Theorem IL Wenn u eine begrenzte und perfekte Menge ist 
und f{x) eine für die Werte von x in der Menge u definierte und 
stetige Funktion, u/nd wen/n k eine positive, willkürlich kleine Gröfse 
bezeichnet, so läfst sich eine positive Gröfse h derart bestimmen, dafs, 
une man auch die beiden Punkte x^ und x^ von u annehmen möge, 
wenn nur ihr Abstand von einander kleiner als h ist, die Differenz 
der entsprechenden Werte der Funktion ihrem absoluten Wert nach 
kleiner (nicht gröfser) als k ist. 

usKqn • l'mweQ . Du = u . fs (q^fw) contin. ksQ . Q .' . 

hsQ : a?i, x^su .m(x^ — x^) <h . Qx^.x^ • 
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Die hier erklärte Eigenschaft der kontinuierlichen Funktionen 
in einer ganzen Menge heifst gleickmäfsige Stetigkeit. Der eben 
aufgestellte Satz deckt sich, wie man sieht, seinem Wesen nach 
mit dem vorigen, weil die Negation der gleichmäfsigen Stetigkeit 
eine distributive, die gleichmäfsige Stetigkeit aber eine antidistri- 
butive Eigenschaft ist. 

Theorem HL Ist die Menge u begrenzt tmd perfekt und 
f(x) em Komplex tmd eine stetige Funktion von x in der Menge u, 
so ist die Menge, welche das Bild von u ist, d. h. f(u), begrenzt 
u/nd geschlossen; d. h. jeder Wert, welcher den Werten unmdlich 
nahe Uegt, die f(x) bei dem Variieren von x in u amiimmt, ist 
auch einer der Werte, die f(x) annimmt. 

usKqn . VinusQ . Du = u . fs^qm^u) contin. Q . 
Vmf(u)sQ. Cf(u) = f{u). 

Denn man setze das Unmögliche voraus, und lasse die Klasse 
f(u) unbegrenzt sein; alsdann existiert nach Theorem I in § 22 
ein solcher Wert Xq von Du und mithin auch von w, dafs f(x) 
bei der Annäherung von x an Xq unter seinen Grenzwerten auch 
-unendlich hat; auf der anderen Seite ist aber, da f(x) stetig ist, 
die Grenze von f(x) bei der Annäherung von x an Xq die endliche 
Gröfse /"(a^o)? ^^^^iii ist f(u) begrenzt. 

Man nehme femer das Unmögliche, dafs a ein Punkt von 
Cf(u) aber nicht von f(u) sei, als möglich an; a mufs ein Punkt 
von Du sein, mithin existiert nach Theorem II in § 22 ein solcher 
Punkt Xq von Du und daher auch von w, dafs asljimx^u,xof(p)'^ 
diese Grenze ist aber f(x^j es mufs also a = f{x^ sein, d. h. 
aber, a ist im Widerspruch mit der Hypothese thatsächlich ein 
Wert, den f{x) annimmt. Mithin ist jeder Punkt von Cf(u) ein 
I Punkt von f{u). 

Theorem IV. Wenn die Punktmenge u begrenzt tmd perfekt 
ist, und werni f(x) eine relle und in der Menge u definierte und 
stetige Funktion von x ist, so sind die obere und untere Grenze der 
Werte, die f(x) annimmt, endlich und sind Werte, die f(x) an- 
j nimmt; d. h. f(x) wird in der That in der Menge u zu einem 

Maximum und einem Minimum: 

ueKqn • l'mwfQ . Du = u . fs (qfw) contin. Q . Vf(u)^ ^ifW ^fi^)- 

Denn nach dem vorigen Theorem bilden die Werte, welche 
f(x) erhält, ein begrenztes System von Zahlen; mithin sind die 
obere und untere Grenze dieses Zahlensystems endliche Zahlen. 
Sie sind femer Werte von Cf(u) und daher nach dem vorigen 
Theorem Werte von f{u). 
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(Die Zahlen bedeuten die Nummern der einzelnen Artikel.) 



Abbildung, konforme 166, — der komplexen Zahlen höherer Ordnung 

auf höhere Mannigfaltigkeiten, Anhang Y. 
Abel 'scher Satz über Potenzreihen 160. 
Ableitung, Definition 32. Geometrisch - mechanische Deutung 33. 

— einer Summe 34, — eines Produktes 36, — eines Quotienten 36, 

— der Funktion einer Funktion 87 , — von log x S9, — von a* 40, 

— von sin x 42. 

Beziehung zwischen dem Verhalten der — und dem der Funktion 
(Theorem von Rolle) 43 ff. Höhere — 47, partielle — 101, — einer 
homogenen Funktion 121 (Satz von Euler), — einer komplexen Funk- 
tion 162, — einer Potenzreihe 169. S. auch Anm. zu Nr. 32 (im Anhang). 

Absoluter Betrag einer komplexen Zahl 141, s. auch Modul. 

Abstand eines Punktes von einer Klasse Anhang V, § 6. 

Arcustangens, Reihenentwickelung 82. 

Arithmetik, Behandlung der — mit mathematischer Logik, Anhang IL 

Bereich 100 (s. auch Punktmenge). 
Binomische Differentiale 178. 
Binomischer Satz 76. 
Bogenlänge 197, s. auch bestimmtes Litegral. 

Derivierte von Klassen, Anhang V, § 8. 

Differential, totales 104, — bei zusammengesetzten Funktionen 106, 

— zweiter Ordnung 108, — partielles 103 ff. 
Differentialgleichungen, gewöhnliche 118, — partielle 120, — der 

Funktion einer komplexen Veränderlichen 163. 
Differentiation s. Ableitung. 

Exponentialfunktion, — als stetige Funktion 31 (3), — als Grenz- 
1-1 1 «= e^ 97 (17). Reihenentwickelung 70. 

Fehler 87, — bei der Newtonschen Regel 90. 
Flächeninhalt 196, s. auch bestimmtes Integral. 
Formen 130 (definite, indefinite). Quadratische — 136. 
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Frege's Begriffsschrifb, Anhang I. 

Funktionen: Definition 6, direkte — 38, homogene — 121, impli- 
cite — 110 £P., interpolierende — 84 (s. Interpolation), inyerse — 38, 
primitive — , s. Integral, — einer komplexen Veränderlichen 152 ff. 

Funktionaldeterminante 122. 

Gleichheit, bei Zahlen 4, — bei geometrischen Grössen 194, — in der 
mathematischen Logik, Anhang I. 

Gleichungen zur Bestimmung yon einer impliciten Funktion 113. 
Zwei Gleichungen 114, n Gleichungen 116. 

Grenze einer Yariabeln 20, — von Klassen, Anhang IV, — von Punkt- 
gruppen, Anhang V, § 15 ff. 

Grenzwert bei Funktionen einer Veränderlichen 7, Einzigkeit des — 9, 
obere und untere — von Funktionen e. Variabein 20, — von Funk- 
tionen mehrerer Variabein 100, — bei zunehmendem Werte der 
Variabein 14, — bei Summen von Funktionen 10, Grenzwerte, welche 
in unbestimmter Form erscheinen 124, — bei Funktionen von mehreren 
Variabein 129 ff., — bei komplexen Veränderlichen 141, — bei Be- 
handlung mit mathematischer Logik, Anhang V, § 15. 

Grössen, 1, 2. 

Hesse'sche Determinante 122. 

Identität von Reihen 160. 
Integrabilitätsbedingung 193. 

Integral: unbestimmtes: Definition 161, Existenzbeweis 162, — von 
zusammengesetzten Funktionen 165, — von rationalen Funktionen 168, 

— von irrationalen Funktionen 175, — von transcendenten Funk- 
tionen 182 ff. — Integration durch Kunstgriffe 186. 

bestimmtes Integral: Defintion 190, additive Eigenschaft 191, 

— als Grenzwert einer Summe 193 (s. auch Anmerkung zu Nr. 193). 
Geometrische Anwendung des b I. : Flächeninhalt 195, Volumen 196, 

Bogenlänge 197 (s. auch Anhang UI). 

Analytische Anwendung der b. I. (Die Funktionen B {p, q) und 
r(x)) 206 ff. 

Berechnung der b. I. durch Anwendung der Regeln der unbe- 
stimmten Integration 198 ff., — innerhalb unendlicher Grenzen 201, 

— bei unendlich grossem Funktionswert im Intervall 204. 
Reihenentwickelung der b. I. 210. 

Interpolation. Interpolierende Funktion 84. Interpolationsformel von 
Newton 86. Anwendung zur Berechnung von Logarithmen 88. S. 
auch Anhang zu Nr. 84 — 87. 

Intervall e. Variabein 8. 

Jacobische Determinante s. Funktionaldeterminante. 

Klassen von komplexen Zahlen, Anhang V, § 5. Geschlossene Klassen § 6. 
Komplex von Zahlen, Anhang V, § 1. 
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Koordinaten, Anhang V, § 4. 

Konvergenz von Reihen mit pos. Vorzeichen 62, — mit alternierendem 
Zeichen 66, gleichmäfsige — von Reihen mit veränderlichen Glie- 
dern 94, — von unendlichen Produkten 92, — von Reihen mit kom- 
plexen Gliedern 144. Konvergenzki-eis eine komplexen Zahl 160. 

Kreisfunktionen (sinus und cosinus). Geometrische Definition 29, 
Ableitung der — 42, Sinus-Reihe 73, Cosinus-Reihe 74, — bei kom- 
plexen Veränderlichen 146, Produktentwickelung der — 97 (20 u. 22), 
Integrale der — 182. 

Kreisumfang (or). 

Reihenentwickelung 83. Produktformel von Wallis 200. 

Kurven zur Darstellung von stetigen Funktionen 22. 

Logarithmus (natürlicher). Definition 27, Reihenentwickelung von 
log (14-^) 39, Numerische Berechnung des — 80, — bei komplexen 
Veränderlichen 149, Integral des — 167. 
Dekadische Logarithmen (Berechnung durch Interpolationsformeln) 88. 

Logik, mathematische, Anhang I. 

Mac-L aurin seh er Lehrsatz 69. 
Mannigfaltigkeit, Anhang V, § 4. 
Mafseinheit 4. 
Maximum und Minimum von Funktionen. 

Existenz bei stetigen Funktionen 20, Berechnung des — 131, — bei 

Funktionen von mehreren Variabein 134, relatives — 137, Berechnung 

desselben mit Hülfe der Multiplikatorenmethode 137. S. auch Anm. 

zu Nr. 133—136. 
Mengen, behandelt mit math. Logik, Anhang V, begrenzte — § 26, 

perfekte — § 26. 
Minimum s. Maximum. 
Modul einer komplexen Zahl, Anhang V, § 3. 

Partialbruchz er legung von rationalen Funktionen 173. 

Potenzreihe in einer Veränderlichen 167 (Konvergenz u. Stetigkeit). 
Analogie mit den ganzen Funktionen 160, Satz von Abel über Potenz- 
reihen 160. 

Produkte, unendliche 91, — von unendlichen Reihen 146. 

Punkt s. Komplex. 

Punktmenge 100 und Anhang V. Distributive Eigenschaft der — § 10, 
halbdistributive — der — § 13, undistributive — § 14. 

Reihe (s. auch Konvergenz, sowie Taylorsche Reihe und Potenzreihe). 
Definition 60, Summen von Reihen 63, — mit positiven Gliedern 67, 
Konvergenzkriterien derselben 60, — mit Gliedern beliebigen Vor- 
. Zeichens 66, — mit veränderlichem GUedem 94, Stetigkeit der- 
selben 96, — mit komplexen Gliedern 144, Integration von R. 214. 



